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Vorwort. 


Das vorliegende kleine Werk hat den Zweck, die Zahlentheorie der 
Quaternionen, wie ich sie ın den Nachrichten von der Königl. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Göttingen aus dem Jahre 1896 veröffentlicht habe, 
einem weiteren Kreise zugänglich zu machen. An jenem Orte habe ich 
manche Beweise “nur angedeutet oder sogar ganz unterdrückt. Hier da- 
gegen findet die Theorie eine ausführliche Darstellung, bei der, abgesehen 
von der Vertrautheit mit der elementaren Zahlentheorie und einer gewissen 


a. Schulung des mathematischen Denkens, nichts vorausgesetzt wird. 





Für die verständnisvolle Auffassung des Gedankenganges dieser Vor- 
lesungen ist freilich die Kenntnis der einfachsten Begriffe, die der Theorie 
der algebraischen Zahlkörper von Dedekind zugrunde liegen, wenn auch 
durchaus nicht notwendig, so doch immerhin förderlich. 

Die Zahlentheorie der Quaternionen, die übrigens noch manche hier 
nicht behandelten Probleme darbietet, bildet das erste Beispiel für ein 


weites, bisher nur wenig angebautes Gebiet zahlentheoretischer Forschung: 








eine entsprechende Theorie läßt sich nämlich für jedes System mehr- 
gliedriger komplexer Größen aufstellen. Es würde mich freuen, wenn 
diese Vorlesungen etwa jüngere Fachgenossen dazu anregen würden, jenes 
Gebiet durch weitere Untersuchungen zu fördern. 


Zürich, Maı 1919. 


A. Hurwitz. 


9675853 
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Vorlesung 1. 
Die Quaternionen und die Rechnung mit ihnen. 


Die Quaternionen bilden ein spezielles System von sogenannten kom- 
plexen Größen. Wir wollen auf den allgemeinen Begriff solcher Größen- 
systeme hier nicht näher eingehen, sondern uns damit begnügen, das spezielle 
System der Quaternionen möglichst einfach zu definieren!). Zu dem Zwecke 
bilden wir den symbolischen Ausdruck 


(1) o=,+a, +9,% 4 Qt,, 

in welchem a,,a,,q,, a, irgend vier reelle Zahlen und :,,:,,, drei 
Symbole bezeichnen, die zunächst nur zur Zusammenfassung jener vier 
Zahlen dienen sollen. 

Insofern wir nun nach bestimmten, weiterhin anzugebenden Fest- 
setzungen mit den symbolischen Ausdrücken der Gestalt (1) rechnen, 
werden wir die letzteren als Quaternionen bezeichnen. Die Zahlen 
Gg5 A; %, d, heißen die Komponenten des „Quaternions“ a und die 
Symbole 2:,,,,i, zusammen mit der Zahl 1 die vier Einheiten der 
Quaternionen. Bezüglich der anzuwendenden Bezeichnungen haben wir 
hier noch folgendes zu bemerken: Wenn eine der drei letzten Komponenten 
den Wert 1 haben sollte, so lassen wir dieselbe in dem Ausdruck des 
(Quaternions einfach fort, so daß z. B. 


=, tu tu 49% 
dasjenige Quaternion bedeutet, dessen Komponenten a,,1,1,a, sind. 
Ferner setzen wir fest: falls in dem Ausdruck eines Quaternions ein Glied 


vollständig fehlt, so soll dies bedeuten, daß das betreffende Glied die Kom- 
ponente Null besitzt. Z. B. werden wir also unter | 


at 9%, 


dasjenige Quaternion verstehen, dessen Komponenten a,, 0, @,, 0 sind. 


Y) Die arabischen Ziffern verweisen auf die Anmerkungen und Zusätze am Schlusse 
der Vorlesungen. 
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2 Vorlesung 1. 


Aus dieser Festsetzung geht hervor, daß unter den Quaternionen auch 
die gewöhnlichen reellen Zahlen enthalten sind. Diese fallen nämlich mit 
denjenigen Quaternionen zusammen, deren drei letzte Komponenten q, ,q,,q, 
verschwinden. Ein derartiges Quaternion werden wir deshalb auch reell 
nennen. Zu den reellen Quaternionen gehört insbesondere das Quaternion 
„Null“ als dasjenige, dessen vier Komponenten sämtlich verschwinden. Es 
verdient noch hervorgehoben zu werden, daß nach den getroffenen Fest- 
setzungen auch die vier Einheiten 1,:,,:,,i, zu den Quaternionen ge- 
hören. Z. B. ist die Einheit z, dasjenige Quaternion, dessen Komponenten. 


0,0,1,0 sınd. ES 
Was nun die Festsetzungen angeht, die wir für das Rechnen mit den 
Quaternionen treffen, so bestehen dieselben darin, daß wir definieren, was 
wir unter der Summe und was wir unter dem Produkt irgend zweier 
Quaternionen verstehen wollen. 
In betreff der Summe stellen wir folgende Definition auf: 


Sind 


(2) | 


u) 


[eu ta. + %% + Q,1; 
| b =b, +6, +51, + bb; 1, 
irgend zwei Quaternionen, so soll unter ihrer Summe a + b das Quaternion 
(3) a+bdb=-+bd)+(, +5) ++), tk, +b;)% 
verstinden werden. | | 
Hiernach werden zwei Quaternionen summiert, indem man ihre ent- 
sprechenden Komponenten summiert. Es ist klar, daß die Summenbildung 
oder Addition der Quaternionen denselben Gesetzen genügt, wie die Addi- 
tion gewöhnlicher Zahlen: die Summe von beliebig vielen Quaternionen 
ist ganz unabhängig davon, in welcher Reihenfolge wir die Quaternionen 
summieren. 
Betrachten wir jetzt die Aufgabe, ein Quaternion x zu bestimmen, 
welches die Gleichung 


(4) | RL RE RER, 

befriedigt, wo a und b zwei beliebig gegebene Quaternionen (2) bedeuten, 
so besitzt dieselbe offenbar die eine Lösung 

(9) =), -), +, a), td, a,)%. 

Dieses Quaternion & bezeichnen wir mit b — a und nennen es die Differenz 


von b und a. Speziell bezeichnen wir die Differenz von 0 und a, also 


0 o,amit A j : 
en Mo ta A 1e 


und nennen sie das zu a enigegengesetzte Quaternion. Die Operatiön der 
Differenzbildung soll auch Subtraktion genannt werden. Ro 


- 
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Wir wenden uns nun zu der Definition des Produktes ab sn 
Quaternionen (2). Diese Definition soll jedenfalls so getroffen werden, 
daß das sogenannte „distributive‘‘“ Gesetz für die Produktbildung oder 
Multiplikation erfüllt ist, d.h. daß die Gleichung 

ar tb'L..)J=abtab +... tabra bt‘ 
eilt, wenn q, a’, eundeDr Ha. irgendwelche Quaternionen bedeuten. 


‘ Indem wir zur Abkürzung 
3 3 
(6) a— Miu, b= I beiy 


schreiben, wobei @,— 1 sein soll, setzen wir deshalb zunächst 


3 
2 Y 7 . . 
a h I / ‚> (da Ya b; 13» 


00.5.0 


Aa 
1 
De 


Es leuchtet ein, daß hierdurch das Produkt ab als ein vollständig be- 
stimmtes Quaternion definiert ist, wenn wir noch festsetzen, welche 
Quaternionen unter den 16 Gliedern ai. bzi,; der Summe (7) verstanden 
werden sollen. Was dies betrifft, so soll zunächst die Bedeutung der 
Einheitsprodukte i.i; durch folgende Gleichungen bestimmt werden: 


[ ide — ip, = ib WR In Eh, 
NER RT BR RER 
(8) a... 
| Au er Dat, 
| Re ER ee BEE AR 


“Gleichungen, die, ih bemerkt, durch zyklische Vertauschung der 
Indizes 1, 2,3 in sich übergehen. Endlich soll a.i. bzi,; dasjenige Qua- 
ternion sein, welches aus ?„i; hervorgeht, wenn wir die Komponenten von 
tat; mit dem Faktor a, er multiplizieren; also z. B., da nach (8) 1,, = -—t, 
‚sein soll, ist a,2; 5,1, = — a,b,t, zu setzen. 


/ 


Fassen wir alles zusammen, so liefert nun der Ansatz (7) die folgende 
endgültige Definition des Produktes zweier Quaternionen: 


Sind 
a Ne 
db=b,+bu, 46,1, + b,,, “ 
zwei Quaternionen, so verstehen wir unter ihrem Produkte ab das Quaternion 
(10). d=ptmMütPpit Pie, 
wobei Po: Pı> P,; P,; die aus den Kom; ponenten von a und b folgender- 


maßen abgeleiteten Zahlen: 
1: 


4 Vorlesung 1. 


Pr = ud, — ab, — a,b, — a,b, 
| =, +a,b,+ a,b, — a,b, 
| P, =, — a,b + a,b, + a,b, 
| P; = Mb; + a,b, — a,b, + a,b, 


(11) 


bedeuten. | 

Da die Komponenten 9%); Pı; Pa; 9, linear und homogen in den Kom- 
ponenten von a, wie in denen von d sind, so ist klar, daß für je drei 
Quaternionen a, b, c die Gleichungen 


(12) alb+c)=ab-+ac, (b+c)a=ba-+tca 


gelten, daß also wirklich für die Multiplikation der Quaternionen das 
distributive Gesetz erfüllt ist. Es gilt aber auch, und dies ist ein wichtiger 
Punkt, das assoziative Gesetz der Multiplikation, d.h. es ist für je drei 
Quaternionen q, b, c 


(13) a(lbce)=(ab)c. 

Denn sind «a und b durch (9) definiert und etwa 

(14) =. +4u 4% + Gt, 

so wird 
(15) k=ytahtkit Gi; 


wobei, gemäß (11), 

90 = du — d1C, — 8,0%, — bz05 
1 boC, EB: d,6, % b, 0; gr b,C, 
= du, 5, + bb, + bzC, 
5 = 640, + 5,06, — bc, + 5509 
und die Gleichung (13), oder also 


ra: + ER F a) tut net 4%) 
— IM FTP FD tr P3%;) es u 46% Ei, 


erweist sich durch Ausrechnung als identisch erfüllt. 


(16) 


Dagegen ist im Gebiete der Quaternionen das kommutative Gesetz 
der Multiplikation nicht allgemein gültig, d. h. im allgemeinen ist ab nicht 
dasselbe wie ba. Dies geht aus den Formeln (11) unmittelbar hervor. 
Denn vertauschen wir die a,, Q,,q,,a, mit den b,, b,, b,, d,, so werden 
sich dabei p,, p,, p, im allgemeinen ändern, so daß dann ab nicht gleich 
ba ist. Des Näheren finden wir aus (11) für die Differenz von ab und ba 


(17) ab —ba=2(a,b, — a,b,)i, +2(a,b, —a,b,)i,+2(a,b, — a,b, )t, 
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und es ist demnach 
ab — ba, 

oder also a mit b „‚vertauschbar“, dann und nur dann, wenn die Gleichungen 
18) a5, -4,6,—-0, b—-ab—-0, db, —0 
bestehen, oder auch, was dasselbe bedeutet, wenn 
(19) ER Le AN RUEEEUE 
ist. Insbesondere ist jedes reelle Quaternion mit jedem beliebigen anderen 
vertauschbar. Wir wollen nun noch einige wichtige besondere Fälle der 
Multiplikation betrachten. Sei a=qa,+t at, +4t,-+ a,t, ein beliebiges 
Quaternion, so heiße a’ —=a,— Aa,t, — A,i, — A,t, das zu a konjugierte 
Quaternion. Aus den Definitionsgleichungen (11) für die Komponenten 
des Produktes zweier Quaternionen ergibt sich nun 
(20) | aa=aa=a?+a?+a?+ta}. 
D.h.: 

Das Produkt eines Quaternions in sein Konjugvertes ıst reell, und 
zwar gleich der Summe der Quadrate der vier Komponenten. 

Dieses Produkt bezeichnen wir symbolisch mit 

N (a) 
und nennen es die Norm des Quaternions a. 

Die Betrachtung der Normen spielt in der Theorie der Quaternionen 
eine wichtige Rolle, und zwar beruht das namentlich auf dem Multwpli- 
kationstheorem der Norm, welches wir folgendermaßen erhalten. Bilden 
wir gemäß (11) das Produkt b’a’ aus den zu b und a konjugierten Qua- 
ternionen, so erhalten wir als die Komponenten dieses Produktes die Werte 

du, — da, — b,a, — ba, — Py, 

— bya, — 6, + 6,0, —b,,=—P,; 

— du, — b,a, — bu, + ba, = — P,; 

— dua, + b,a, — b,a, — by, = — P;, 
d.h. die Komponenten des zu ab konjugierten Quaternions. Es gilt also 
für irgend zwei Quaternionen a und 5b die Gleichung 
(21) (ab) —=b/a’. 
Demnach kommt 
(22) N(ab)=(ab)(ub) =abb’a’—aN(b)a’—=aa'N(b)=N(a)N(b), 
dech.: 


Die Norm des Produktes zweier Quaternionen ist gleich dem Produkte 
ihrer Normen. 


6 Vorlesung 1. 


Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Satze ist die Tatsache, daß 
das Produkt zweier Quaternionen nur verschwinden kann, wenn wenigstens 
einer der Faktoren des Produktes Null ist. Sei nämlich 


| DEU; 
so kommt durch Multiplikation mit (ab )' 
ab(ab) -—N(ab)—-N(a)N(b) = 0 
und folglich entweder 
Na)=ou ++. +%-=-0 odr Nb)-b 4b + 4b =0. 


Im ersten Falle ist notwendig ,=a =,=qa,—(, also a—0, im 
zweiten Falle notwendig b=0. Da offenbar 











a=2a,— a 
ist, so ergibt sich 


a’=al2a,—-a)=2a,a aa =2a,a— N (a). 
D. h. für jedes Quaternion a gilt die Gleichung 
(23) a’—=2a,0— N(a). 


Um die Umkehrung der Multiplikation, ER die Division, möglichst 
einfach behandeln zu können, schicken wir folgendes voraus: 


Ist a ein von Null verschiedenes Quaternion, so ist seine Norm N (a) 
eine reelle positive Zahl. Multiplizieren wir nun die vier Komponenten 
des zu a konjugierten Quaternions a’ mit dem reziproken Wert dieser 


B 1 f ° 
Norm, so entsteht das Quaternion Na) welches wir als das inverse 


Quaternion von a bezeichnen und durch 


1 ‚ 
(24) se 


andeuten wollen. Der Gleichung (20). zufolge genügt a! den Gleichungen 
(25) ao. —ar.g 1 | 
und ist durch jede dieser Gleichungen auch völlig bestimmt. Denn soll z. B. 
va] 
sein; so folgt durch Multiplikation mit a”! 
zaat—=ı-J=r=at!, 
so daß also x mit a”! zusammenfallen muß. 


Was nun die Division im Gebiete der Quaternionen angeht, so gibt 
es zwei, im allgemeinen verschiedene Quotienten eines Quaternions 5 durch 
ein Quaternion a, welches letztere von Null verschieden vorausgesetzt wird. 
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Diese Quotienten sind bezüglich die Lösungen ba-! und a-!b der beiden 


Gleichungen | 
ae=D, bez...a@ db. 


Durch die Festsetzungen und Betrachtungen dieser Vorlesung sind nun 
im Gebiete der Quaternionen die Operationen der Addition, Subtraktion, 
Multiplikation und Division völlig bestimmt, wobei aber die Division durch 
das Quaternion Null ausgeschlossen bleibt. Wir wollen schließlich noch 
bemerken, daß die Gleichung 


Ntab)—=N(a)Nib) 
auf die schon von Euler aufgestellte Identität 
Ben ns las Fabitab a,b.) 
So raob hab tab) Liab tab, ab, tasd,) 
= tm ++) +b+b +b;) 


hinauskommt, welche sich auch leicht direkt bestätigen läßt. 


Vorlesung 2. 
Die Quaternionenkörper und ihre Permutationen und Inversionen. 


Wir werden im folgenden ausschließlich solche Gleichungen zwischen 
Quaternionen a,b,c,...,l zu betrachten haben, welche die Gestalt 
51) Blasbsrse 2 Sn brichae)) 
besitzen, wo R, und R, durch alleinige Anwendung der Addition, Sub- 
traktıon, Multiplikation und Division aus a,b,c,...,! gebildet sind. Des- 
halb werden wir unter einer Gleichung zwischen Quaternionen schlechthin 
stets eine Gleichung der Form (1) verstehen. 

‚ Einen Ausdruck der Gestalt R,(a,b,c,...,i) wollen wir auch als 
eine rationale Funktion der Quaternionen a,b,c,...,! bezeichnen. Zu 
diesen rationalen Funktionen gehören insbesondere die Quaternionen 
a,b,c,...,l! selbst, wie die Gleichung 


ae=a+ta—a 
zeigt. Desgleichen das Quaternion 
=a4—a 
und, falls unter den Quaternionen a,b,c,...,2 mindestens eines, etwa a, 
vorhanden ist, welches nicht Null ist, das Quaternion | 
1-00 7% 


und daher auch jede rationale Zahl, weil eine solche durch ausschließliche 
Anwendung der Operationen der Addition, Subtraktion und Division aus 
dem Quaternion 1 gebildet werden kann. 

Wir führen nun die folgende Definition ein: 

Ein System von unendlich vielen Quaternionen heipt eim Körper, 
wenn in dem Systeme die Operationen der Addition, Subtraktion, Mul- 
tiplikation und Division, abgesehen von der Division durch Null, un- 
beschränkt ausführbar sind. | 2 

D.h. es söllen, wenn a und b dem System angehören, stets auch 
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a+b, a—b, ab und, falls « nicht Null ist, auch ba-! und a-!b in 
dem System vorkommen. | 

„Es leuchtet ein, daß, unter @,d,c,...,Z Quaternionen eines Körpers 
‘ verstanden, auch jede rationale Funktion 


Bilasds Cyenast 


dieser Quaternionen dem Körper angehört. Daher gehört auch jedem be- 
liebigen Körper jede rationale Zahl an. 

Das nächstliegende Beispiel eines Körpers wird von der Gesamtheit 
aller Quaternionen gebildet. Diesen Körper wollen wir als den ‚Körper 2“ 
bezeichnen. 

Ein anderes Beispiel erhalten wir in der Gesamtheit aller rationalen 
Quaternionen, wobei wir unter einem ‚rationalen‘ Quaternion ein solches 
verstehen, dessen vier Komponenten gewöhnliche rationale Zahlen sind. 
Diesen Körper der rationalen Quaternionen werden wir weiterhin mit R 
bezeichnen. 

Jeder beliebige Körper ist offenbar ein ‚„Unterkörper‘‘ des Körpers 2, 
d.h. er enthält nur Elemente, die auch dem Körper & angehören. 

An den Begriff des Körpers knüpfen wir nun den Begriff der Per- 
mutation eines Körpers durch folgende Festsetzung: 


Ordnet man jedem Quaternion a eines Körpers nach irgend einem 
Gesetze ein Quaternion f(a) zu, so heißt die Substitution 


(a, f(a)), 

die in der Ersetzung von a durch f(a) besteht, eine Permutation des 
Körpers, wenn durch die Anwendung dieser Substitution jede Gleichung 
zwischen Quaternionen des Körpers in eine richtige Gleichung übergeht 
und nicht die sämtlichen Quaternionen f(a) Null sind ?)?). 

Wir beweisen nun folgenden Satz: 

Die Substitution (a, f(a)) ist stets und nur dann eine Permutation, 
wenn die Quaternionen f(a) nicht sämtlich Null sind und wenn ferner 
die beiden Gleichungen 


(2) f(la+b)=f(a)+f(b), F(ab)=f(a)/(b) 
bestehen, unter a,b zwei beliebige Quaternionen des Körpers verstanden. 


Zunächst ist leicht einzusehen, daß die Gleichungen (2) jedenfalls 
gültig sein müssen. Denn sind a und 5b irgend zwei Quaternionen des 
Körpers und bezeichnen wir mit s ihre Summe, mit p ihr Produkt, so 
bestehen die Gleichungen 


s=a+b, p=ab. 


10 Vorlesung 2. 


\ 


Da diese Gleichungen nun durch Ausübung der Substitution (a, f (a)) 
richtig bleiben sollen, so muß . 


f()=fla)+Flb), FiP)=Fla)f(b) 
sein und diese Gleichungen gehen in die Gleichungen (2) über, wenn wir s 
durch --b,und p durch ab ersetzen. 


Wir zeigen jetzt, daß umgekehrt (a, f(a)) eine Permutation des 
Körpers ist, wenn die Gleichungen (2) gelten. Hierzu dienen folgende 
Betrachtungen. 

Aus f(a+0)=f(a)+f(0) folgt zunächst f(0)=0, d.h. dem 
Quaternion 0 entspricht das Quaternion f(0)—=0. Es gibt ferner kein 
anderes Quaternion a, dessen entsprechendes /(@a) Null ist. Denn aus 
der zweiten Gleichung (2) folgt, wenn f(a)—0 ist, daß f(ab) = 0 ist. 
Würde nun a nicht Null sein, so wäre b so bestimmbar, daß ab eın be- 
liebig gewähltes Quaternion c des Körpers wird. Es würden dann also, 
entgegen der Voraussetzung, die sämtlichen den Quaternionen des Körpers 
zugeordneten Quaternionen f(c) verschwinden. Hieraus wollen wir so- 
gleich eine weitere wichtige Folgerung ziehen. Ersetzen wir nämlich ın der 
ersten Gleichung (2) a durch a — b, so kommt ffa)=f(a—b)+f(b) 


und also 
une f(a-5)=fla)-f(b), 

Ist nun f(a)=f(b), so wird f(a—b)=0 und alo a—b=0 
oder a=b. | 


Wenn also a und b zwei verschiedene Quaternionen des Körpers sind, 
so sind notwendig auch die zugeordneten Quaternionen f(a) und f(b) 
voneinander verschieden. 

Nunmehr seien a und 5b ırgend zwei dem Körper angehörende Qua- 
ternionen. Geht dann c durch Addition, Multiplikation oder Subtraktion 
aus a und 5b hervor, ist also entweder 


c=a-+b, oder c=u-b,. odr e=a--b, 


so entsteht das c zugeordnete Quaternion f(e) nach (2) und (3) dadurch, 
daß man a und b bezüglich durch f(a) und f(b) ersetzt. Das Analoge 
gilt aber auch, wenn c durch Division aus a und 5 hervorgeht, d. h. wenn 
c durch eine der beiden Gleichungen 

N RAN) 


bestimmt wırd, wobei a von Null verschieden vorauszusetzen Ist. Nach 
der zweiten Gleichung (2) ist dann nämlich 


f(e)f(a)—=f(b) bez. f(la)fic)=f(b), 


\ 
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ferner ist f(a) nicht Null 'und also f(c) genau so durch f(@) und f(b) 
vermöge Division bestimmt, wie c durch @ und 5. 
Durch wiederholte Anwendung dieser Tatsachen folgt: ' 


Bezeichnet R(a,b,c,...,l) eine rationale Funktion der Quater- 
nionen a,b,c,...,i des Körpers und also ebenfalls ein dem Körper an- 
gehörendes Quaternion, so ist das dem letzteren zugeordnete Quaternion 
R (fie), f(b), fle),..., f{D). 

D. h. es entsteht aus f(a), f(b), f(e),..., /(2) durch genau dieselben 
Operationen der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division, wie 
R(a,b,c,...,i) aus a,5,c,...,l entstanden ist. 

Gilt nun eine Gleichung der Gestalt 


PRaBON ONE TR ta b,cH.:..D, 


so wird das der linken Seite zugeordnete Quaternion dasselbe sein, wie 
das der rechten Seite zugeordnete, da ja beide Seiten ein und dasselbe 
Quaternion des Körpers vorstellen. Es ist also 


R, (fa), f(b), fie), ...‚,/())= R,(f(a), f(b), fle),..., f(D), 
womit nun bewiesen ist, daß die Substitution (a, f(a)) eine Permutation 
des Körpers ist, wenn die Gleichungen (2) vorausgesetzt werden. 

Bezüglich der Permutationen haben wir nun noch einige allgemeine 
Bemerkungen zu machen. Setzen wir in der Gleichung f(ab)=f(a)f(b) 
für « das Quaternion 1 und für 5 ein von Null verschiedenes Quaternion, 
so sehen wir, daß stets f(1)—=1 sein muß. Da nun jede rationale Zahl r 
aus der Zahl 1 durch Addition, Subtraktion und Division gebildet werden 
kann und f(r) in derselben Weise aus f(1)=1 entsteht, wie r aus 1, 
so muß auch stets f(r)=r sein. D.h.: 

Die rationalen Zahlen, die in jedem Körper K enthalten sind, gehen 
bei jeder Permutation des Körpers K in sich über. 

Es sei jetzt K irgendein Körper und (a, f(a)) eine Permutation des- 
selben. Durchläuft nun a alle Quaternionen des Körpers K, so durch- 
läuft f(a) gleichzeitig ein unendliches System von untereinander verschie- 
denen Quaternionen, welches passend mit f(K) bezeichnet werden kann. 
Dieses System f(K) ist wiederum ein Körper. Denn gleichzeitig mit 
f(a) und f(b) gehören auch Summe, Differenz, Produkt und Quotient 
von f(a) und f(b) dem Systeme an, weil 
. Ma)Hr@=flatd), fa) -fla—d) um. 
ist. 

Neben den Permutationen können wir noch eine andere ähnliche Art 
_ von Substitutionen der Körper betrachten, die wir Inversionen nennen 
wollen. 


12 Vorlesung 2. 


Bedeutet nämlich a jedes Quaternion eines Körpers, so soll die Sub- 


stetution 
(a, f(a)) 


eine ‚‚Inversion“‘ des Körpers heißen, wenn die Quaternionen f(a) nicht 
sämtlich verschwinden, und wenn ferner für je zwei Quaternionen a,b 
des Körpers die Gleichungen 


(4) fla+b)=f(a)+f(b), Klab)=f(b)f(a) 
gelten. 


Die Inversionen lassen sich leicht auf die Permutionen zurückführen. 
Denn wegen der Gleichungen 


(a+b"Y—a’+b', (ab) =b’a, 
ist die Substitution 
(a,a), 
wobei a’ das zu a konjugierte Quaternion bedeutet, offenbar für jeden 
Körper eine Inversion. Und hieraus folgern wir sofort, daß die Substitution 


(a, f‘(a)) 
die allgemeinste Inversion eines Körpers vorstellt, wenn (a, f(a)) seine 
allgemeinste Permutation ist. 
Wir bemerken endlich noch, daß für jeden beliebigen Körper K stets 
die folgenden Permutationen existieren: 


Erstens: Es bedeute qg ein von Null verschiedenes, übrigens be- 
liebiges Quaternion. Ordnet man nun dem Quaternion a das Quaternion 
gag-! zu, so ist hierdurch eine Permutation des Körpers K definiert. 
Denn es ist | 


gla+b)ga'—=gag'tgbgr', glab)g”'—=gag”'.gba”'. 

Zweitens: Es mögen «, ß, y eine Permutation der Indizes 1, 2, 3 
bilden. Sodann bezeichne f(a) dasjenige Quaternion, welches aus a da- 
durch hervorgeht, daß man :,, %,, ?, durch bez. + i., £ 1%, £ ?, ersetzt, 
wobei die Vorzeichen der Bedingung 


(5) En re ee] 
genügen sollen. Dieser Bedingung können wir immer genügen, da 
N a 


ist. Die auf solche Weise definierten Substitutionen (a, f(a)) sind dann 
wiederum Permutationen für jeden beliebigen Körper K. 

Denn jede Gleichung zwischen Quaternionen bleibt richtig, wenn man 
auf dieselbe die Substitution 
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Era, 09,0% 
anwendet, weil diese Substitution unter der Bedingung (5) die Gleichungen (8) 
der ersten Vorlesung in sich überführt. 

Da es sechs Permutationen «, ß, y gibt und acht mögliche Vorzeichen- 
kombinationen, so gibt es im ganzen 48 Substitutionen (6), von welchen 
die Hälfte, also 24, der Bedingung (5) genügen, während für die andere 
Hälfte die Gleichung 

a 


stattfindet. Diejenigen Substitutionen (6), für welche die letzte Gleichung 
[und nicht die Gleichung (5)] gilt, bilden, wie leicht zu zeigen, nicht 
Permutationen, sondern Inversionen. | 

Übrigens werden wir später sehen, daß die Permutation (a,gag-!) 
durch geeignete Wahl des Quaternions g mit jeder der hier betrachteten 
24 Permutationen (6) zum Zusammenfallen gebracht werden kann. 


Vorlesung 3. 
Der Körper R und seine Permutationen. 


Auf den Körper R der rationalen Quaternionen, welcher also die- 
jenigen Quaternionen 


(1) a—=my+aI +4, + gt, 
umfaßt, deren Komponenten a,, @,, @,, a, rationale Zahlen sind, werden 
sich fast alle nun folgenden Betrachtungen beziehen. Zunächst wollen wir 
die sämtlichen Permutationen dieses Körpers bestimmen. | 

Zu dem Ende beweisen wir den folgenden Hilfssatz: 


Genügt irgendein Quaternion j der Gleichung 
23 i=-1, 
so läßt sich das Quaternion q so wählen, daß 
(3) = 08 
ist. | 
Sei nämlich 5 ein beliebiges von Null verschiedenes Quaternion und 
(4) c=Ib—dR,. 
Wenn nun c—= 0 ist, also | 
jb—=bi,, oder j=bi,b"', 
so wird g—=b die Gleichung (3) befriedigen. 
Wenn aber c nicht Null ist, so folgt aus (4) 
je=7b— jbi, = —b— bi, 


und 
c4, = Ib, — bi, =Jbi, + b, 

so daß 

= —c, 
und also 

I, = —- 1, =chh 
ıst. Dann wird also 
g=ei, 


der Gleichung (3) genügen. 
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% 
Dies vorausgeschickt, sei (a, f(a)) irgendeine Permutation des Kör- 
pers R. Vermöge derselben mögen die Einheiten ?,, ?,, t,, welche dem 
Körper R angehören, übergehen in die Quaternionen 


3 fü): fü): fi) 
Dann wird ein beliebiges rationales Quaternion (1) übergehen in 
(5) Ka)=W+4MI Ft 41 t 45; 
weil bei jeder Permutation die rationalen Zahlen a,, @,, @,, a, in sich 


selbst übergehen. 
Wir zeigen nun, daß das Quaternion g sich so bestimmen läßt, daß 


(6) HUT: "gung"; 3, =! 


und folglich aa 


wird. Indem man die Permutation (a, f(a)) auf die Gleichungen (8) der 
ersten Vorlesung anwendet, erkennt man zunächst, daß | 


(7) h=eh=h--l Alam ds: Br N Fa # IR 
| Ile alles = Te 
sein muß. Vermöge des Hilfssatzes können wir g, so bestimmen, daß 


4 x h=ıı : 

wird. Wır setzen nun | 

(8) kn ht: = 'hh: ag sh» 

welche Quaternionen denselben Gleichungen (7) genügen, wie 7,, as Js- 
Sei dann weiter 

(9) ,=1 dr hy, —- (u, +1)i,, 


je nachdem k, = i, ist oder nicht. Man hat dann 


(10) 9%, =khn: OR  ECHE 


Im ersten Falle, wo qg, =1 zu nehmen ist, leuchtet dies unmittelbar 


ein. Im zweiten Falle aber folgen die Gleichungen (10) aus ‘den sich 
aus (9) ergebenden Relationen 
Gh ku: hp kb.  - khuü=—-u—- ki, 
in sihii)tiehutt, 
wobei von der Gleichung i,k,i, = k,k,k, = k,k, = k, Gebrauch gemacht 


wurde. 


Infolge der Gleichungen (10) wird nun 


(11) | Os 19 —h, gs Kyds > %,, 
Geh u Khan —ld 1. Kent: 
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Kombiniert man hiermit die Gleichungen (8), so erkennt man, daß 


das Quaternion 
; g9=4% 
den Gleichungen (6) genügt. 


Somit können wir nun folgenden Satz aussprechen: 

Die allgemeinste Permutation des Körpers Rder rationalen Quaternionen 
entsteht, wenn man dem Quaternion a das Quaternion gag”! zuordnet, un- 
ter g ein beliebig gewähltes, von Null verschiedenes Quaternion verstanden. 

Wir wollen jetzt untersuchen, unter welcher Bedingung zwei Qua- 
ternionen g und g, zu derselben Permutation des Körpers R Anlaß geben. 

Sei für einen Augenblick 


(12) IT ereNnAHH rt Taler also q,=qr 
gesetzt. Damit nun die Permutationen 

(a, gag!) und (a, 9,09, ') er (a, IERSEET = 1) 
identisch seien, muß für jedes rationale Quaternion a 

gag7 3 grotmägrz, "alsoma = tor. oderwor en 

sein. Nehmen wir. hier a=:, bzw. a=i,,, so kommt i,r=ri,; 
u Va klin 

Mm —- N Fr TU Nu Reutte 

LT, — re N ee Auer 13%; 
woraus r,—=0, r,—=0, r, —0 folgt. -Demnach muß r ein reelles Qua- 
ternion sein. 

Es'ergibt sich also die folgende Antwort auf die aufgeworfene Frage: 

Die beiden Permutationen (a,gagq*) und (a,g,ag, ‘) des Kör- 
pers R sind stets und nur dann identisch, wenn q, =1rgq ist, unter r 
ein reelles Quaternion verstanden. 

Wenn g ein rationales Quaternion bezeichnet, so durchläuft gag-! 

gleichzeitig mit a die Gesamtheit der rationalen Quaternionen und die 
Permutation (a, gag-*) führt also den Körper R in sich über. Wenn 
umgekehrt der Körper R durch die Permutation (a, gag-') in sich über- 
geht, so hat man 
(18) qm, =: = 19; 9; = 39; 
WO 5,5 ja; Js rationale Quaternionen bedeuten. Durch diese Gleichungen, 
die linear und homogen mit rationalen Koeffizienten für die Komponenten 
von g sind, müssen diese Komponenten nach dem vorhergehenden Satze 
bis auf einen reellen Faktor völlig bestimmt sein, und somit folgt: 

Bezeichnet q ein beliebiges von Null verschiedenes rationales Qua- 
ternion, so stellt (a, gaq”!) die allgemeinste Permutation vor, die den 
Körper R der rationalen Quaternionen in sich überführt. 


Vorlesung 4. 
Die ganzen Quaternionen. 


Die Zahlentheorie im Körper R der rationalen Quaternionen ist wesent- 
lich abhängig von der Festsetzung darüber, was man unter einem ganzen 
Quaternion verstehen will. Denn erst nach der Definition des Begriffes 
„ganzes Quaternion“ kann man von der ‚„Teilbarkeit“ sprechen. Das 
Nächstliegende würde nun offenbar sein, ein rationales Quaternion dann 
als „ganz“ zu bezeichnen, wenn seine Komponenten ganze Zahlen sind *'. 
Indessen stellte sich heraus — und dies war von vornherein nach Analogie 
der Theorie der endlichen Zahlkörper zu vermuten —, daß man zu viel 
einfacheren Gesetzen geführt wird, wenn der Begrift des ganzen Quaternions 
in umfassenderer Weise festgelegt wird. 

Um diesen Begriff so, wie wir ihn hier unserer Zahlentheorie der 
Quaternionen zugrunde legen wollen, vorzubereiten, stellen wir zunächst 
folgende Betrachtungen an. 

Unter einem Modul verstehen wir ein System von Quaternionen, inner- 
halb dessen die Operationen der Addition und Subtraktion unbeschränkt 
ausführbar sind. Es sollen also gleichzeitig mit «a und 5 stets auch a + b 
und a — b in dem Systeme vorkommen. Ein solcher Modul heißt endlich, 
wenn seine Quaternionen sämtlich aus einer endlichen Zahl unter ihnen, 
etwa Q,,Qs;---, Q,, durch Addition und Subtraktion abgeleitet werden 
können, so daß der Modul alle und nur diejenigen Quaternionen q um- 
faßt, welche in der Form 


(1) g=m tm t:..-+M,g, 
enthalten sind, unter m,, m,,...., m, ganze Zahlen verstanden. Ein solches 
System 9,» 9a; --., q, heißt dann eine Basıs des betreffenden Moduls. Ein 
endlicher Modul ist durch Angabe einer Basis vollständig bestimmt; denn 
alle seine Glieder können wir nach Formel (1) herstellen, wenn wir 
ae02..0,g. kennen, 

Zur Bezeichnung desjenigen Moduls, welcher durch die Quaternionen 
Q> 4a» ---, q, als Basis bestimmt ist, werden wir das Symbol 
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(9ı> 929: 9,) 

anwenden, welches demnach nichts anderes bedeutet, als das System aller 
in der Form (1) darstellbaren Quaternionen. Im folgenden wird es sich 
nur um Moduln handeln, deren sämtliche Glieder dem Körper R an- 
gehören, also rationale Quaternionen sind, und unter einem Modul schlecht- 
hin wollen wir deshalb immer einen solchen im Körper. R enthaltenen 
Modul verstehen. 

Es gilt nun der folgende Satz: 

Ein endlicher Modul besitzt stets eine, aus, vier Quaternionen der 
Gestalt 


(2) 91 7 20» Ay Ah; GM t Azıtı + Aypt,, 
ul taıı 4 Mate + Aust; 
bestehende Basıs. 
Denken wir uns zunächst die Glieder qg des Moduls in der Form (1) 
dargestellt, so erkennen wir, daß 


+ At + Aig + si; 





(3) | I = 
gesetzt werden kann, wo qa,, @,, Q,, a, ganze Zahlen und m den General- 
nenner der Komponenten der in (1) auftretenden Quaternionen 9, , 95» - --, 9, 


bezeichnet. Es bedeutet also m eine bestimmte positive ganze Zahl. Wir 
bestimmen nun g, nach folgender Maßgabe: Wenn unter den Quaternionen (3) 
des Moduls keines vorhanden ist, für welches a, nicht Null ist, so setzen 
wir g,=0. Andernfalls nehmen wir für q, eines derjenigen Quaternionen 
des Moduls, für welches a, nicht Null und absolut möglichst klein ist. 
Da mit g stets auch —g=g— g— g dem Modul angehört, so darf das 
betreffende a, positiv vorausgesetzt werden. Das auf diese Weise be- 
stimmte Quaternion g, sei 


(4) Ps 


In analoger Weise bestimmen wir die Quaternionen 


hut tdsi, 
= 








2 


Co+ Cıtı + Cola 3 ddl a, 
De 


(5) 
Nämlich: Es wird g, = (0 genommen, wenn unter den Quaternionen des 
Moduls, welche (wie z. B. das Quaternion Null) die Form 
et 
RX m 
besitzen, keines vorhanden ist, für welches a, nicht Null ist. Andernfalls 
aber nehmen wir für g, ein solches Quaternion des Moduls, für welches a, 
positiv und möglichst klein ist. Entsprechend sind die Quaternionen g, 
und g, zu wählen. | | 
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Betrachten wir nun ein beliebiges, aber bestimmtes Quaternion (3) 
des Moduls, so können wir, falls d, positiv ıst, die ganze Zahl k, so 
wählen, daß a, — k,d, nicht negativ und kleiner als d, wird; wir brauchen 
dazu für %, nur den Quotienten der Division von a, durch d, zu nehmen. 
Das Quaternion qg — k,g, hat nun notwendig die Gestalt 





(6) Korg gen, 

Denn wäre der Faktor a, — k,d, von t,, der ing— k,g, auftritt, nicht 
Null, so würde g — k,g, ein Quaternion des Moduls sein, bei welchem 
der Faktor von i, kleiner als d, ist, was der Bestimmungsweise von q, 
widerspricht. Durch Wiederholung dieser Schlußweise erkennen wir, daß 
zunächst die ganze Zahl k, so gewählt werden kann, daß (qg — k,q,) — k,g; 


: a +ayi N s 
die Fom nr erhält, und sodann weiter die ganzen Zahlen %, und k, 


so, daß qg — kg, — kg; — ig, — kg, = 0 oder 
RT) geek tk tk + kl 


wird. Hiermit ist unser Satz bewiesen und zugleich gibt unser Beweis 
eıne Methode, um Quaternionen g,, 9, 9,, 9, zu bestimmen, die dem Satze 
genügen. 


Wir wollen nun weiter unter einem Integritätsbereich des Körpers R 
einen solchen endlichen Modul verstehen, innerhalb dessen außer den 
Operationen der Addition und Subtraktion auch die der Multiplikation 
unbeschränkt ausführbar ist, und es soll sich jetzt darum handeln, alle 
Integritätsbereiche zu bestimmen, welche die vier Einheiten 1, i,, la, t, 
enthalten. 


Es sei J ein solcher Integritätsbereich und 





(8) 9 q _dbrb _ otahte q du+di+di%+ dzi, 


an: 2 m ’ #8 m Au AAN m 


eine Basis desselben. Da 1, i,, lg, is, dem Integritätsbereiche angehören, 
so ist nach der im vorhergehenden Beweise gegebenen Bestimmungsweise 
von 9, 95 93; Q, klar, daß a,, b,, c,, d, positive ganze Zahlen sind, von 
denen jede einzelne < m ist. Nun muß g? als in J vorkommendes 
Quaternion gleich kg,, also q, = k eine positive ganze Zahl, daher a, = m 
und q, =1.sein. Zur näheren Bestimmung von g, sei für einen Augenblick 


2=a+ pt 
<l1l ist. Dann ist 


gg = 2a, — (a’+P?) 


b 


gesetzt, wo also $ = = 


+ 
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notwendig, da nur die Einheiten 1 und :, enthaltend, aus g, und g, zu- 
sammengesetzt, also 
g =khntk, kr, 
wo k, und k, ganze Zahlen bedeuten. Aus den Gleichungen 
DBa—=k, ?+ß——k 
folgern wir, daß 2« und wegen 
(2B) +(2e)’ = — 4k, | 
auch 2ß eine ganze Zahl sein muß. Die Kongruenz (28)’+ (2«)’ =0 
(mod4) kann aber nur bestehen, wenn 28 und 2« gerade Zahlen sind. 


Folglich müssen « und ß ganze Zahlen und insbesondere, weil 0 < P< < 1 
ist, %?—=1 sein. Demnach kommt 


,=a+tpı, ei. 
Nun ändert sich der Modul 
J=[g, g5> 43» 4,\=[|1, ee F G3; q,| 


nicht, wenn g, durch q, — @q, =i, ersetzt wird. Daher dürfen wir neben 


gq,=1 für q, das Quaternion 
zu 
wählen. 
Aus diesem Resultate ziehen wir noch eine weitere Folgerung. Sei 
nämlich LER 
r 78, 
ein ım Integritätsbereich J vorkommendes Quaternion, welches nur die 
Einheiten 1 und :, enthält, so muß dasselbe die Form 


khurk,—=khrt kzt, 

haben, wo k, und &k, ganze Zahlen bedeuten. Daher sindr=k,s=k, 
notwendig ganze Zahlen. Nun sind aber bei unserer ganzen Betrachtung 
die Einheiten ?,,%,,, völlig gleichberechtigt, so daß wir den Satz aus- 
sprechen können: 

Jedes zweigliedrige Quaternion von einer der Gestalten 

rt, r su, + 8%,, 

welches dem Bereiche J angehört, hat notwendig ganzzahlıge Kom- 
ponenten T,S. 

Betrachten wir nun die Gleichung 


2 2 2 
ERDE Ra 
e m.+® m? 





und bemerken wir, daß g? als Quaternion des Bereiches J, das die Ein- 
beit z, nicht enthält, die Form 
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kt tkg;—kt kit kg; 
besitzen muß, so folgt, daß k,—= 0 und 
NE ge a Er 





oO 
- 


ganze Zahlen sind. Folglich kommt im Bereiche J auch 


‘ 


RUN c, 24%, +2 Col, 
El en = + 
G3; m m 








und also auch 
; 2ay +20, —2aFr201, 


1 m m 





E ; 2e h 
vor. Nach dem soeben bewiesenen Satze sind daher auch er und Br 
ganze Zahlen. Wir setzen nun 


20+2c.t, +24, r+sı, +, 
4, = Im Ki 2 { 





wo also r, s, t ganze Zahlen bedeuten. Da aber 





ee Hate rt 
2 m? ; 4 
eine ganze Zahl ist, so muß jede der Zahlen r, s,t durch 2 teilbar sein; 
denn die Kongruenz 
r+s’+i”=0(mod4) 
kann nicht bestehen, wenn auch nur eine der Zahlen r, s, £ ungerade ist. 


Wir haben also Er er 
= F gr si, tt. 


wobei {= = <ıl und folglich als positive ganze Zahl —=1 ist. Nun 


können wir en ohne den Bereich 
J= CR G: > 43 > q,| >, BR er G3; q| 
zu ändern, g, durch 


’ ’ er SIHEnT® 
Ga 7207 992 7,8: 9377.00 ee rl 
ersetzen, so daß 


genommen werden darf. 
Was endlich g, angeht, so muß mit q, auch 
ee la dh ah di, At tehe 


2 2. . 2 \ 2d, 2d 
en im Bereiche J. vorkommen. Folglich sind —, —, ganze 


en a ganze Zahlen sınd und also 





d.h. 
Zahlen. Aralor ergibt sich, daß 


r+su+ti,tui, 
4 ET 
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gesetzt werden kann. Wegen — 5 <1list w—=1 oder 2 und, weil g, 
durch 
4, - ku kn - kb =u- h- ku kt, 
ersetzt werden darf, unter k,,k,, k, beliebig zu wählende ganze Zahlen 
verstanden, können r, s, # je auf einen der beiden Werte 0 und 1 gebracht 
werden. Außerdem muß noch, weil 
D Y? 48.0 U° 
ia UN EN AT chä] 
ist, r?4+s°+1°+ u” durch 4 teilbar sein. Für w=1 muß daher 
este fürs 2 mberw se teal)seie 
Fassen wir alles zusammen, so haben wir also folgendes Resultat 
gewonnen: 


Bezeichnet J einen Integritätsbereich des Körpers R, welcher die 
vier Einheiten enthält, so muß derselbe entweder mit dem Modul 


1 uhr Eur] KEik, ER 1+% He 2 
» %> % > SPIDER x %, 5 995 23» 2 Re 





2 


oder aber mit dem Modul 
[1,8 8, 3] 
zusammenfallen. | | 

Der erste dieser Moduln, den wir weiterhin stets mit J -bezeichnen 
werden, umfaßt die Gesamtheit der Quaternionen 

a { TER, 

(9) Bas k,Q == k, + k, 1,4 k; %5 (e = Ts) va ı 
der zweite Modul, den wir stets mit .J, bezeichnen werden, die Gesamt- 


heit der Quaternionen 


(10) 9=khtki tk + ki;, 
wo beide Male k,, k,, k,, k, alle ganzen rationalen Zahlen zu durchlaufen- 
haben. Daß der Modul J, wirklich ein Integritätsbereich ıst, daß also 
das Produkt zweier Quaternionen der Gestalt (10) wieder ein solches ist, 
leuchtet unmittelbar ein. Aber auch der Modul J ist ein Integritäts- 
bereich, wie aus den Gleichungen 


i, u Hat [2 a is 


(11) e=0-1, 10 = 5 eo Hi ie 





0%, = , Bu 1,0, 
und den analogen für ?,0, t,0, 0t,, ot, hervorgeht. 
Der Bereich J enthält, da ihm :,, ?,, ?, und auch 


EHE Ne ar} 
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angehören, den ganzen Bereich J, der Quaternionen mit ganzzahligen Kom- 
ponenten in sich; es ist also J der umfassendere Bereich. Daher stellen 
wir nun die für alles weitere grundlegende Definition des ganzen Quaternions 
folgendermaßen fest: 


Ein Quaternion heipt ‚ganz‘, wenn es dem Integritätsbereich J an- 
gehört, wenn es also auf die Form 
(12) g=kheotkt ti + kzt, 
‘ gebracht werden kann, wo k,, k,, k,, k, ganze Zahlen bedeuten, und Q 
das Quaternion 
(13) ee 
bezeichnet. 

Der allgemeine Ausdruck (12) eines ganzen Quaternions läßt sich 
auch in die Gestalt setzen 
(14) get Nat eet 9%): 


wobeı dann 
(15) | 9 = ko; ,=k+2k,, 9, =kot2k,; 9g,—=k,+2k, 


ıst. Hieraus schließen wir: 


Die Gleichung (14) stellt das allgemeinste ganze Quaternion dar, 
wenn man unter gg; 91: 92, 9, irgendwelche ganze Zahlen versteht, die 
entweder sämtlich gerade oder sämtlich ungerade sind. 

Das konjugierte Quaternion g’ zu einem ganzen Quaternion g ist 
ebenfalls ganz, und daher N(g)=gg’ eine positive ganze Zahl, was auch 
dıe Gleichung 


(16) Nie tatetg)<hotkitkitkötko(lktktk;,) 
direkt bestätigt. Endlich wollen wir noch bemerken, daß das Quaternion 


(12) dem Bereiche .J, angehört oder nicht, je nachdem %k, gerade ıst 
oder nicht. 


Nachdem wir nun den Begriff des ganzen Quaternions festgelegt haben, 
definieren wir die „Teilbarkeit‘“ folgendermaßen: 


Das ganze Quaternion a heißt durch das ganze Quaternion b rechts- 
seitig bzw. linksseitig teilbar, wenn die Gleichung 
Were ADZwear De 
durch ein passend gewähltes ganzes Quaternion c befriedigt werden kann. 


Es soll dann auch 5b ein „rechtsseitiger‘ oder „rechtsstehender‘‘ bzw. 
„linksseitiger‘‘ oder „linksstehender‘‘ Divisor von a heißen. Hiernach ist 
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das von Null verschiedene ganze Quaternion b ein rechtsseitiger bzw. lınks- 
seitiger Divisor von a, wenn ab ' bzw. b 'a ganz ist. 

Neben den. genannten Bezeichnungen wollen wir auch die Rede- 
wendungen gebrauchen: a sei durch 5 rechtsseitig bzw. linksseitig ‚teilbar‘ 
und b gehe rechtsseitig bzw. linksseitig in a auf. 


Da die beiden Gleichungen 
a=be und a’=c’b 
‚immer gleichzeitig stattfinden, so gilt der Satz: 


Das ganze Quaternion a ist durch das ganze Quaternion b linksseitig 
teilbar oder nicht, je nachdem das zu a konjugierte Quaternion a’ durch 
das zu b konjugierte Quaternion b’ rechtsseitig teilbar ist oder nicht. 


Durch diesen Satz wird die linksseitige Teilbarkeit auf die rechts- 
seitige zurückgeführt, so daß sich die meisten Sätze, welche sich auf rechts- 
seitige Teilbarkeit beziehen, ohne weiteres auf die linksseitige übertragen 
lassen. 

Soll das ganze Quaternion e in jedem anderen, also auch in dem 
(uaternion 1, rechtsseitig aufgehen, so muß e7! ganz sein und & geht 
dann auch linksseitig in jedem ganzen Quaternion auf. 


Ein solches ganzes Quaternion e, dessen inverses Quaternion &-! 
ebenfalls ganz ist, nennen wir eine „Einheit“. 


Um die sämtlichen Einheiten zu bestimmen, bemerken wir zunächst, 
daß aus 
a==.Ddc: oder a. I6h 
stets 


N(a)=N(b)N(c) 


folgt. Wen also b ein Divisor von a ist, so ist N(b) ein Divisor von 
N (a), ein Satz, der indessen nicht umgekehrt werden darf. 

Soll nun &e eine Einheit, also Divisor von 1, sein, so muß N(e) 
Divisor von N(1)=1 und folglich 
(17) Nies ee | 
sein. Umgekehrt folgt aus N(e)=1, daß e-1=e', also e=1 gleichzeitig 
mit e ganz und daher e eine Einheit ist. Die Gleichung (17) ist dem- 
‘nach für die Einheiten charakteristisch. Denken wir uns e auf die 
Form (14), also 
; ent NıHt At I) 


gebracht, so erhalten wir alle Einheiten durch Auflösung der Gleichung 


a Fe a a a 


wobei g,; 91: 9x; 9, ganze Zahlen bezeichnen, die sämtlich gerade oder 
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sämtlich ungerade sind. Die Auflösung dieser Gleichung ist sofort zu voll- 
ziehen und so erhält man das Resultat: 


Es gibt 24 Einheiten, nämlich 


1 . SEN“ 
(18) ee, ehren 


Zi m 9 


Der Umstand, daß wir unter. den ‚Einheiten‘ der Quaternionen früher 
1, i,,i,, i, verstanden haben, jetzt aber auch die vorstehenden 24 in 1 
aufgehenden Quaternionen Einheiten nennen, wird zu Irrtümern nicht 
Anlaß geben können, da stets aus dem Zusammenhange hervorgehen wird, 
ob das Wort „‚Einheit‘‘ in dem einen oder anderen Sinne zu verstehen ist. 





Vorlesung 5. 
Die Permutationen der ganzen Quaternionen. 


Diejenigen Permutationen des Körpers R, die diesen in sich über- 
führen, sind nach der dritten Vorlesung von der Gestalt 


(1) (a, gagt), 

unter g ein rationales Quaternion verstanden. Wenn nun die Permutation (1) 

jedes ganze Quaternion a wieder in ein ganzes f(a) = gäg-! überführt, 

wenn sie also den Bereich J des Körpers R in sıch transformiert, so 

wollen wir dieselbe eine Permutation der ganzen Quaternionen nennen. 
Solche Permutationen werden offenbar durch die Festsetzung definiert, 

daß dem Quaternion a das Quaternion 

(2) f(a)—cae” 

zugeordnet sein soll, unter & eine Einheit verstanden. Aber auch das 

Zuordnungsgesetz 


(3) | fla)=lal’', 
wo Ö, wie stets im folgenden, das Quaternion 
(4) G=]1l = 2, 


bedeutet, stellt eine Permutation der ganzen Quaternionen vor. Denn 
es ist 


Er rn ä h ‚(1-1 i ; 4 
Lad "= (14%) +54, + Q1,) (>*) = MAL — Ab, 4 Ayb;, 


wie die Ausführung des Produktes ergibt. Die Permutation (3) ordnet 
also dem ganzen Quaternion 


a: HtNü-t Isle 9;%;) 
das Quaternion 


Fla)=3(ot N It 92%) 
zu, und letzteres ist wiederum ganz. 
Durch die Kombination von (2) und (3) entstehen die weiteren Per- 
mutationen 


(5) fla)=elal'e*, 
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und wir wollen nun zeigen, daß mit (2) und (5) sämtliche Permutationen 
der ganzen Quaternionen erschöpft sind. 

Zu dem Ende bestimmen wir zunächst die Anzahl der Permutationen 
(2) und (5). Die Permutationen (a, eae-!) und (a,e,ae,*) sind nach 
einem Satze der dritten Vorlesung dann und nur dann identisch, wenn 
&=re ist, unter r ein reelles Quaternion verstanden. Dieses kann als 
eine der 24 Einheiten nur entweder +1 oder —1 sein. Daher liefern 
immer zwei Einheiten e und — e dieselbe Permutation (2), so daß die 
Anzahl aller Permutationen (2) die Hälfte der Zahl der Einheiten, also 
12, beträgt. Ebenso zeigt sich, daß es 12 Permutationen (5) gibt, die 
von den 12 Permutationen (2) überdies verschieden sind. Also folgt: 


Die Anzahl der durch (2) und (5) dargestellten Permutationen be- 
trägt 24. 

Nun kann es aber nicht mehr als 24 Permutationen der ganzen Per- 
mutationen geben. Denn durch jede solche Permutation müssen ?,, 2,, t, 
in drei ganze Quaternionen 7, , 7,7, übergehen, die voneinander verschieden 
sind und den Gleichungen 

„eh-h--] Dome 
genügen, da dieselben Gleichungen von i,, :,,, befriedigt werden. Soll 
aber das ganze Quaternion 


| gan tTANHTREt IT) 
der Gleichung 


| } } re BE 
uZ (nt ht t a) - Ng)=-—1 
genügen, so muß 
g 292 92 — 2 
a em Nielsen el 
sein, woraus leicht 
a DE a EL N IE 
folgt, unter «&, ß, y eine Permutation von 1,2,3 verstanden. Die Glet- 
chung g’=— 1 hat also nur die Lösungen 


(ine ui +i,, EN 
und daraus folgt: 


1=-E%: nr), Sr Lt, 
wobei überdies die Vorzeichen der Bedingung 
I... 4-34, = —1 


unterworfen sind. Demnach muß jede Permutation der ganzen Quaternionen 
mit einer der 24 in der zweiten Vorlesung erwähnten Permutationen 


a8 Vorlesung 5. 


db i, s 3, 
(6) 
Kae: la; Se 055 se U, 
identisch sein, und somit gıbt es keine anderen Permutationen der ganzen 
(Juaternionen als die 24 durch (2) und (5) dargestellten. Beiläufig ergibt 
sich, daß die letzteren mit den Permutationen (6) zusammenfallen. 
Bei jeder Permutation der ganzen Quaternionen gehen die Einheiten 
in sich über, wie man aus der Darstellung (6) dieser Permutationen und 


den Ausdrücken der Einheiten 


e=+1, +i, +, $i 








lt tits, 
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ersieht. Insbesondere wird daher die Permutation (3) jeder Einheit e, 
wieder eine Einheit e=£ 70 zuordnen, so daß e£ in die Gestalt Le, 
gebracht werden kann. Die 12 Permutationen (5) lassen sich deshalb 
auch in folgender Form: 


Kay, Mal reasaar 
darstellen. 
Auf Grund der vorhergehenden Betrachtungen ist es nun leicht, die 


folgende Frage zu erledigen: 


Welche ganzen, von Null verschiedenen Quaternionen v haben die 
Eigenschaft, daß jedes ganze Quaternion a, welches linksseitig durch v 
teilbar ist, auch notwendig rechtsseitig durch v teilbar ist und umgekehrt? 

Hierzu ist jedenfalls zunächst erforderlich, daß jedes Quaternion a = vg 
auch in der Gestalt g v darstellbar ist, daß also gleichzeitig mit g auch 
das durch die Gleichung 


(4) v9 g,v 
bestimmte Quaternion g, — vgv°! ganz ist. Mit anderen Worten: es mub 
(a, vav-!) eine Permutation der ganzen Quaternionen sein, also mit einer 


der Permutationen (2) und (5’) zusammenfallen. Folglich sind die ge- 
suchten Quaternionen v» von einer der Formen 


(8) Dee ro 


wobei r ein reelles Quaternion bedeutet, welches, weil v» ganz sein soll, 
eine reelle ganze Zahl sein muß. Umgekehrt hat auch jedes durch die 
Gleichungen (8) bestimmte Quaternion ® die geforderte Eigenschaft, daß 
in der Gleichung (7) stets g, gleichzeitig mit g und auch stets g gleich- 
zeitig mit g, ganz ist. Da dann in der Gleichung (7), falls g die Gesamt- 
heit aller ganzen Quaternionen durchläuft, auch das nämliche mit g, der 
Fall ist, so können wir die Quaternionen ® auch durch die Aussage 
charakterisieren, sie seien mit der Gesamtheit der ganzen Quaternionen 


Die Permutationen der ganzen Quaternionen. 20 


vertauschbar, weshalb wir für sie stets den Buchstaben v» verwenden 
werden. 
Wir können demnach das Ergebnis unserer Überlegung so aussprechen: 


Diejenigen ganzen Quaternionen v, die mit der Gesamtheit der ganzen 
Quaternionen vertauschbar sind, werden durch die Gleichungen (8) dar- 
gestellt, in denen & irgendeine Einheit, © das Quaternion 1—t, und 
r irgendeine reelle ganze Zahl bedeuten. 


Bei der Aussage: ‚ein ganzes Quaternion a sei durch ein Quaternion v 
teilbar“, darf offenbar der Zusatz ‚„rechtsseitig‘“ oder „linksseitig‘““ fort- 
gelassen werden. 

"Wir wollen schließlich noch bemerken, daß bei den vorhergehenden 
Untersuchungen das Quaternion &=1--i, auch durch jedes der Qua- 
ternionen 

a a A ala ee a 
hätte ersetzt werden können. Diese Quaternionen gehören sämtlich zu 
den Quaternionen v® und sind, wegen 


1+%)1-%)=2 (@=], 2 3), 





Divisoren der reellen Zahl 2. Übrigens unterscheiden sich die genannten 
sechs Quaternionen nur durch Einheitsfaktoren. Es ist z. B. 


/ 1 Fr I, = %, Bi Le 


el) 3 


Vorlesung 6. 
Größter gemeinsamer Teiler und Quaternionen -Ideale. 


Es seı 


(1) g=hetki Hk + ki; Wermen 


—_ 





irgendein ganzes Quaternion und m eine positive ganze Zahl. Dann läßt 
sich das ganze Quaternion | 

(2) gehbeotty th + st; 

so bestimmen, daß die Norm von g — gm kleiner als m? wird. 

Die Komponenten von g— qm besitzen nämlich folgende Werte: 
(ku, mi), 3 +2k,— m(ih+26)), 3a t+ 2, — m(in+ 2t,)), 
3 (ko An Ik, url (u 21,)) > 
und über die ganzen Zahlen t,, £,, £,, t, können wir nun der Reihe nach 


so verfügen, daß diese Komponenten bezüglich absolut kleiner oder gleich 


1 1 1 


18 
am, Mm 


werden. Dann wird aber die Norm von g— qm höchstens gleich 
(+++ dm’ <me. 

Aus dieser Bemerkung ergibt sich nun leicht der Satz: 

Bezeichnen a und b zwei ganze Quaternionen, von denen das letztere 
nicht Null ist, so lassen sich die ganzen Quaternionen q,c und q,,C, 
so bestimmen, daß 
3) a=gb-+.c, 

(3°) | a=bgq, +c, 
und zugleich N(c) < N(b), sowie N(c,)< N(b) wird. 

Um die Existenz der Quaternionen g,c zu beweisen, setzen wir in 

der vorhergehenden Betrachtung 


g=ab', m=N(b)=bb.. 
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Es wird. dann 
g—-gm—(a—gb)b 
und 
N(g—-gqm)=N(a—gb):N(b)<m’=N(b)N(b'). 

Das Quaternion a — gb =c genügt demnach der Gleichung (3) und 
der Bedingung N(c)<N(b). Ebenso ergibt sich aus der Annahme 
g=b’a, m—=N(b)—b’b die Existenz der Quaternionen q,, C.- 

Auf die Gleichung (3) läßt sich offenbar ein rechtsseitiger und auf 
die Gleichung (3’) ein linksseitiger Divisionsalgorithmus gründen, woraus 
dann weiter die Existenz eines rechtsseitigen und eines linksseitigen größten 
gemeinsamen Teilers irgend zweier -ganzen Quaternionen, die nicht beide 


Null sind, folgt. 


Indessen ist es einfacher, die Theorie des größten gemeinsamen Teilers 
auf den nunmehr einzuführenden Begriff der Quaternion-Ideale, dıe wir 
in der Folge Kürze halber auch wohl Ideale schlechthin nennen werden, 
zu stützen. 


Ein System nicht sämtlich verschwindender ganzer Quaternionen 
heiße ein rechtsseitiges (bzw. linksseitiges) Ideal, wenn mit a und b auch 
a+b, a—b und ga (bzw. ag) dem Systeme angehören, unter g ein 
belvebiges ganzes (Quaternion verstanden. 
| Bezeichnet d irgendein von Null verschiedenes ganzes Quaternion und 
durchläuft g die Gesamtheit aller ganzen Quaternionen, so bildet das 
System (gd) aller rechtsseitig durch .d teilbaren Quaternionen ein rechts- 
seitiges, das System-(dg) aller linksseitig durch d teilbaren Quaternionen 
ein linksseitiges Ideal. Solche Ideale mögen rechtsseitige bzw. linksseitige 
Hauptideale heißen. 

Es gilt nun der Satz: 

Jedes Quaternionen-Ideal ist ein Hauptideal. 


In der Tat: Es bezeichne a irgendein rechtsseitiges Ideal und d eines 
derjenigen, nicht verschwindenden Quaternionen des Ideals, welche eine 
möglichst kleine Norm haben. Ein Quaternion c des Ideals, für das 
N(c)< N (d) wäre, existiert dann also nicht, ausgenommen das Quaternion 
ce—0(. Ist nun a irgendein Quaternion des Ideals a, so gehört auch 
.a«—qgd dem Ideale an, unter g ein beliebiges ganzes Quaternion ver- 
standen. Dieses läßt sich aber so bestimmen, daß N(a— qd)<N(d) 
und folglich a — gd—=0 oder a=gd wird. Jedes Quaternion a des 
Ideals a gehört also dem Hauptideal (gd) an; umgekehrt gehört jedes 
Quaternion des Ideals (gd) auch dem Ideale a an, weil d ihm angehört. 
Beide Ideale fallen also völlig zusammen, d.h. es ist a=(gd). Ebenso 
folgt die Richtigkeit unseres Satzes für linksseitige Ideale. _ 
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Bezeichnen jetzt «a und b irgend zwei ganze Quaternionen, die nicht 
beide Null sind, so bildet die Gesamtheit der Quaternionen 


(4) | (ga+hb) bzw. (ag-+bh), 
wo g und h alle ganzen Quaternionen durchlaufen, offenbar ein rechts- 


seitiges bzw. linksseitiges Ideal. Nach unserem Satze fällt etwa das erste 
mit dem Hauptideal (gd), das zweite mit dem Hauptideal (d,g) zusammen: 
(5) (gat+hb)—(gd), (ag+bh)=(dıg). 

Da a und b in den beiden Idealen (4), also auch in (gd) und (d,g) 
vorkommen, und ebenso d bzw. d, in den Idealen (ga + hb) bzw. (ag + bh) 
enthalten sind, so können wir demnach folgenden Satz aussprechen: 

Je zwei ganze Quaternionen a und b, die nicht beide Null sind, 
haben einen gemeinsamen rechtsseitigen Teiler d, welcher in der Form 
(6) d=ga-hb, 
und einen gemeinsamen linksseitigen Teiler d,, welcher in der Form 
(7) d, =ag, +bh, 
darstellbar ist. 

Hier bedeuten in den Gleichungen (6) und (7) g,h,g,,h, ganze 
(Juaternionen. | 

Die Teiler d und d, nennen wir den größten gemeinsamen rechts- 
seitigen oder rechtsstehenden bezüglich linksseitigen oder linksstehenden 
Teiler von a und b. 

Wir wollen jetzt untersuchen, wie weit diese gemeinsamen Teiler 
durch die beiden Quaternionen a und 5b bestimmt sind, wobei wir uns 
auf den rechtsstehenden Teiler beschränken dürfen, da für den lınks- 
stehenden die analogen Betrachtungen gelten. Wir fragen: Unter welcher 
Bedingung ist sowohl d als auch d rechtsstehender größter gemeinsamer 
Teiler derselben ganzen Quaternionen a und 5? 

Hierzu muß offenbar das Hauptideal (gd) mit dem Hauptideal (gd) 
zusammenfallen, also d=gd und d=gd sein, unter g und 9 ganze 
Quaternionen verstanden. Hieraus folgt weiter 


= 49T N ag: 
so daß g und g Einheiten sein müssen. Ist umgekehrt 
(8) d=.ed, 


wo e eine Einheit bezeichnet, so fallen die Hauptideale (gd) und (gd) 
zusammen. Also folgt: 
Der rechtsstehende größte gemeinsame Teiler d von zwei ganzen 
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Quaternionen, die nicht beide Null sind, ist bis auf einen linksstehenden 
Einheitsfaktor bestimmt. 


Analog ist der linksstehende größte gemeinsame Teiler d, von zwei 
ganzen Quaternionen, die nicht beide Null sind, bis auf einen rechts- 
stehenden Einheitsfaktor bestimmt. Ferner gilt: 


Jeder rechtsseitige (bzw. linksseitige) Divisor von d (bzw. d,) ist 
. gemeinsamer rechtsseitiger (bzw. linksseitiger) Divisor von a und b und 
umgekehrt. 


Dies folgt unmittelbar aus den Gleichungen 
(9) | abend de ga-t 5b, 


in denen a,, 5b, ganze (uaternionen bedeuten, und aus den analogen, 
Gleichungen für den linksstehenden größten gemeinsamen Teiler d, von 
a und db. 


Den letzten Satz können wir auch in folgender Weise aussprechen, 
wobei die vollkommene Analogie mit der charakteristischen Eigenschaft 
des größten gemeinsamen Teilers in der niederen Zahlentheorie hervortritt: 


Die gemeinsamen rechtsseitigen Divisoren zweier nicht beide ver- 
schwindenden ganzen Quaternionen a und b stimmen genau überein mit 
den rechtsseitigen Divisoren ihres rechtisseitigen größten gemeinsamen 
Teilers d. 

Wenn der größte gemeinsame rechtsseitige (bzw. linksseitige) Teiler 
von a und 5b eine Einheit ist, so wollen wir a und 5 rechtsseitig (bzw. 
linksseitig) teilerfremd nennen. Sind a und 5 rechtsseitig teilerfremd, so 
läßt sich, der Gleichung (6) zufolge, die Gleichung ga +hb = e und also 
auch (er!g)a+(e-!h)b=1 oder 


(10) ga+hb—1 


durch ganze Quaternionen g, h befriedigen. Umgekehrt folgt auch aus 
dem Bestehen einer Gleichung der Gestalt (10), daß a und 5b keinen 
rechtsseitigen gemeinsamen Teiler besitzen können, außer den Einheiten. 
Entsprechendes gilt, wenn a und 5 linksseitig teilerfremd sind. 


Falls die ganzen Quaternionen a und b einen rechtsseitigen oder 
linksseitigen gemeinsamen Teiler d besitzen, der keine Einheit ist, so 
leuchtet ein, daß N (a) und N(b) einen von 1 verschiedenen gemeinsamen 
Teiler, nämlich N (d), besitzen. Dieser Satz läßt sich für den Fall um- 
kehren, daß eines der beiden Quaternionen a und b zu den Quaternionen v 
gehört. Mit anderen Worten, es läßt sich folgendes beweisen: 


Ein beliebiges ganzes Quaternion a und ein ganzes Qualternion v, 
welches mit der Gesamtheit der ganzen Quaternionen vertauschbar vst, 
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sind stets gleichzeitig rechtsseitig und linksseitig teilerfremd oder nicht. 
Und zwar tritt der erste oder zweite Fall ein, je nachdem N (a) und 
N (v) teilerfremd sind oder nicht. 


Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir nur zu zeigen, daß N (a) 


N (v) sicher teilerfremd sind, wenn a und v keinen gemeinsamen Teiler 

außer 1 besitzen. Wir dürfen dabei rechtsseitige Teilbarkeit zugrunde 

legen, weil sich für linksseitige Teilbarkeit alles analog gestaltet. 
Angenommen also, es seien a und ® rechtsseitig teilerfremd, was wir 


durch die Gleichung ga+hv—1 


zum Ausdruck bringen. Aus dieser Gleichung folgt 
N(ga)=N(l- Av)=(1—-hv)(1-v'h) 


oder 


(11) N(a)N(g)=1-hv—-v’nh"+N(v)N(h). 


Nun ist nach der fünften Vorlesung 


(12) y=r&' oder v=rte, 
wobei r eine reelle ganze Zahl, &=1-+:, und e eine Einheit ist. Je 
nachdem wird also - 
(12a) N(a)JN()=1—rhe—re'h +r?N (h) 
oder aber ea j 
N(aJN(gJ)=1—-rhle—re'öh-+2r?N(h) 
welche letztere Gleichung auch so geschrieben werden kann: 
(12b) N(a)N(gJ)=1—-r(l1+i)h,—-ri1-i),+t2r’N(h), 
wobei A, und Ah, wieder ganze Quaternionen bedeuten. Dabei ist von 
der Vertauschbarkeit von Ö&=1-+1%, und er i, mit der Gesamtheit 
der ganzen Quaternionen Gebrauch gemacht. Im Falle der Gleichung (12a) 
würde ein gemeinsamer Primfaktor von N(a) und N(v)—=r? in allen 
Gliedern der Gleichung (12a) mit Ausnahme des Gliedes 1 der rechten 
Seite aufgehen; ein solcher Primfaktor kann also nicht existieren. Im 
Falle der Gleichung (12b) würde man ebenfalls auf einen Widerspruch 
kommen, wenn man annehmen wollte, N(a) und N(v)=2r” besäßen 
einen gemeinsamen Primfaktor. Denn in r kann derselbe nicht aufgehen, 
weil er sonst nach Gleichung (12b) auch in 1 aufgehen müßte und der 
Primfaktor 2—=(1l +:,)(1—i,) kann es nicht sein, weil sonst, wegen 
(1-:)=—-(1+1i,)i,, alle Glieder der Gleichung (12b) bis auf das 
Glied 1 durch 1+, teilbar wären. Ä 
Aus dem hiermit bewiesenen Satze folgt insbesondere, daß bei der 
Aussage: die beiden Quaternionen a und ® seien teilerfremd oder nicht, 
der Zusatz „rechtsseitig‘‘ oder ‚linksseitig‘“ fortgelassen werden kann. 





Vorlesung 7. 


Gerade und ungerade Quaternionen. Assoziierte und primäre 
Quaternionen. 


Bezeichnet v» irgend eines der (von Null verschiedenen) Quaternionen 
re, 1er (E-Fi)e, 


die mit der Gesamtheit der ganzen Quaternionen vertauschbar sind, so 
soll die Kongruenz 


(1) $ a—b(modov) 

ausdrücken, daß die Differenz a — b der beiden ganzen Quaternionen a 
und 5b durch v teilbar ist. Wenn die Kongruenz (1) besteht, so kann 
jede der beiden Gleichungen 


“a a—b=gv, 
E10.) | a—b=vh 


durch ein ganzes Quaternion g, bzw. h befriedigt werden. Umgekehrt 
darf man von jeder einzelnen dieser beiden Gleichungen auf die Kongruenz (1) 
schließen. Denn ein Quaternion » ist ja stets gleichzeitig rechtsseitiger 
und linksseitiger Divisor von a — b oder keins von beiden. 

Durch Übergang von den Kongruenzen zu den entsprechenden 
Gleichungen sehen wir sofort, daß solche Kongruenzen wie Gleichungen 
addiert und subtrahiert und auf beiden Seiten mit demselben ganzen Qua- 
ternion sowohl rechtsseitig wie linksseitig multipliziert werden dürfen. Da 
ein Quaternion v—=re, bzw. r(1+:,)e und sein konjugiertes v’ — re’ 
bzw. re’(1— i,) gegenseitig durch einander teilbar sind, so besteht auch 
zugleich mit (1) stets die Kongruenz 


(2) a’=b (mod), 


wo a’, b’.wie gewöhnlich die zu a und b konjugierten Quaternionen be- 

deuten. Die zu einem bestimmten Quaternion a nach dem Modul 

kongruenten Quaternionen werden wir in eine Klasse für diesen Modul 

rechnen: Diese Klasse entsteht also, wenn wir ina-gv oder auch in 
38. 
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a-+-vg den Faktor g alle ganzen Quaternionen durchlaufen lassen. Aus 
der Gleichung (1’) ist ersichtlich, daß der ‚größte gemeinsame Teiler von 
a und ®v ungeändert bleibt, wenn man a durch irgendein Quaternion 5b 
ersetzt, welches modulo v in dieselbe Klasse wie a gehört. Dieser Teiler 
kann daher kurz als Teiler der Klasse bezeichnet werden. Ist der Teiler- 
der Klasse 1, so enthält dieselbe ausschließlich zum Modul » teilerfremde 
Quaternionen. Auch der Begrifi des vollständigen Restsystems, ferner des 
vollständigen Systems teilerfremder Reste oder, wie wir ein solches auch 
kurz nennen wollen, des reduzierten Restsystems läßt sich unmittelbar aus 
der niederen Zahlentheorie auf den hier eingeführten Kongruenzbegrift im 
Gebiete der ganzen Quaternionen übertragen. 


Zunächst werden wir ın dieser Vorlesung nur Kongruenzen nach den 
Moduln 


Uri 0: Sp 2 und Pre 2, 
betrachten. Was den Modul » —£ angeht, so folgt aus den Gleichungen 


ee 
2 


Dental ale 





(+) 


1) 





RM ds Ex 1 ZI — — ke (1 — 4)» 
daß 
, =, =Ww=1(modl-+3%,) 
ist. Daher gilt für jedes ganze Quaternion die Kongruenz 
g=bhe+kiui tk, ki, =lo+k, +k,+ k,(mod£). 


Da aber Multipla von 2 durch £ teilbar sind, ist weiter jedes ganze 
Quaternion g, je nach dem Reste von k, und k, +:k,+ k,(mod 2), einem 
der Quaternionen 


0,1,0,0o-+1 


kongruent nach dem Modul ö. Diese Reste sind untereinander inkon- 
gruent; denn ihre gegenseitigen Differenzen sind, wie man sofort konsta- 
tiert, nicht durch 1-+ 2, teilbar. Wegen der Gleichung 
re! 
kann der Rest o—+1 auch durch (o +1) — 2 = 0? ersetzt werden. Somit 
folgt: | 
Die Quaternionen 
(3) 0,1,0,0° 
bilden ein vollständiges Restsystem für den Modul C=1-i.. 


Die durch den Rest O0 dargestellte Klasse umfaßt alle durch 1 +1, 
teilbaren ganzen Quaternionen. Dagegen enthalten die Klassen, die durch 


’ 
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1,0, 0° repräsentiert werden, nur zu 1+-:, teilerfremde Quaternionen, 
weil 1,0, 0? als Einheiten zu 1-+:, (wie zu jedem ganzen Quaternion) 
teilerfremd sind. Nach der letzten Vorlesung ist dafür, daß ein ganzes 
Quaternion a zuv=1--i, teilerfremd sei, notwendig und hinreichend, 
daß N(a) zuN(v)—2 teilerfremd ist. Wenn daher N (a) gerade ist, 
so wird a durch 1+i, teilbar sein, andernfalls nicht. Indem wir diese 
Tatsache wiederholt anwenden, erhalten wir den Satz: 


Ist N(a) durch 2", aber durch keine höhere Potenz von 2 teilbar, 
so hat man 
(4) a=(1-+i)b, 
wo b eine ungerade Norm besitzt und also zu (1-+-i,) teilerfremd. ist. 

Ein solches Quaternion b von ungerader Norm wollen wir weiterhin 
ein ungerades Quaternion nennen. Ist in der Darstellung (4) des Qua- 
ternions a der Exponent r > 2, so hat a den Divisor (1+ i,)” — 2i,, und 
also auch den Divisor 2. Ein solches Quaternion heiße daher gerade, 
während ım Falle r—1, wo a genau durch die erste Potenz von 1-+1, 
teilbar ist, a als halbgerade bezeichnet werden mag’). 

Sehr einfach können wir durch ihre Reste modulo Z£ auch diejenigen 
ganzen Quaternionen kennzeichnen, welche ganzzahlige Komponenten 
besitzen, also dem Bereiche J, angehören. Denn 

g=ketkuütrkit kt, 
gehört dem Bereiche J, an oder nıcht, je nachdem %, gerade oder unge- 
rade ıst. Im ersten Falle ıst aber nach dem Modul £ 
| gak,+tk,+k,=0 oder 1, 
im zweiten Falle dagegen 
gzo+tk+k,+k,=o ode o+1=o%. 
D.h. 

Ein ganzes Quaternion besitzt stets und nur dann ganzzahlige Kom- 
ponenten, wenn es kongruent 0 oder 1 nach dem Modul C=1-i, ist. 

Wir wollen jetzt die ganzen Quaternionen bezüglich des Moduls v — 2 
näher betrachten. Bezüglich dieses Moduls wird 

g=ket+tkiitkiat kat; 
ein vollständiges Restsystem durchlaufen, wenn k,, k,, k,, k, unabhängig 
voneinander. jeden der Werte 0, 1 erhalten. Das so entstehende Rest- 
system besteht aus 16 Gliedern und kann noch dadurch abgeändert werden; 
daß man in dem einzelnen Gliede die auftretenden Werte von k,, k,, k,, k, 
durch beliebige andere ihnen modulo 2 bezüglich kongruente Zahlen ersetzt. 
Auf diese Weise ergibt sich der Satz: | 


38 “Vorlesung 7. 


Die 12 Einheiten 


| RR 
(5) ne 
und die 4 Quaternionen 

(6) 0, 1+:, 1+1,, 1+#1, 


bilden ein vollständiges Restsystem für den Modul 2. 


Die 12 Einheiten bilden für sich offenbar ein reduziertes Restsystem 
modulo 2. Sei nun 5b ein beliebiges ungerades Quaternion. Durchläuft 
dann e& die Einheiten (5), so wird be ebenfalls ein reduziertes Restsystem 
durchlaufen und es wird daher eine unter den Einheiten vorhanden sein, 
für welche | 


be=1(mod 2) 


wird. Außer e wird auch — e diese Kongruenz befriedigen und offenbar 
_ weiter keine unter allen 24 Einheiten, weil diese aus den Quaternionen (5) 
und den zu ihnen entgegengesetzten Quaternionen bestehen. Die analoge 
Überlegung können wir auf die Produkte eb anwenden und erhalten so 
zunächst: i | 


Ist b ein ungerades Quaternion, so gibt es zwei bis aufs Vorzeichen 
bestimmte Einheiten e und e,, welche den Kongruenzen 
pn be=e.b=1(mod2) 
genügen. 

Nun ist jedes Quaternion, welches = 1(mod2) ist, von der Gestalt 
1+2g und, da 0,1,0.,0_” ein vollständiges Restsystem (mod. —=1-+-:,) 
bilden, ist 1-+-2g von einer der Formen 
1-29 =1422g,. 122 (eg HD), 1 2ttg, no) el alone 

D. h., jedes Quaternion, welches =1.(mod2) ist, ist nach dem 
Modul 22 kongruent einem der Quaternionen 

121,1 a0 ae 20 er) 

Haben wir also die Einheiten e und e, zunächst so bestimmt, daß 
die Kongruenzen (7) gelten und also be und &,5 je einem der (Qua- 
ternionen +1, +#(1+2o) für den Modul 2% kongruent sind, so können 
wir durch eventuelle Vorzeichenänderungen von e und &, bewirken, daß 
be=] oder 1+2o und 8d=1 oder 1 2o(mod 2) 
wird. 

Bevor wir dieses wichtige Resultat in einem Satze formulieren, wollen 
wir noch die folgenden Bezeichnungen einführen: 


Unter einem primären Quaternion verstehen wir ein solches ganzes 
Quaternion, welches nach dem Modul 2(1-+:,) entweder zu 1 oder zu 
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1-+20 kongruent ‚ist’). Zwei ganze Quaternionen heißen rechtsseitig 

(bzw. linksseitig) assoziiert, wenn sie sich nur um einen rechts (bzw. 

links) stehenden Einheitsfaktor unterscheiden. | 
Das erhaltene Resultat läßt sich dann so aussprechen: 


Unter den 24 zu einem ungeraden Quaternion b rechtsseitig (links- 
seitig) assozüerten Quaternionen gibt es stets eines, welches primär ist. 

Die beiden Reste 1 und 1-- 20 bilden modulo 2£ eine „multiplikative‘ 
Gruppe, wie aus der Kongruenz (1 + 20)" = 1 (mod 2£) hervorgeht. Daher 
besteht der Satz: 

Das Produkt zweier primären Quaternionen st wieder ein primäres 
Quaternion. 

Je nachdem b=1 oder 1+2o(mod 2) ist, wird das zu 5b konju- 
gierte Quaternion 5’ die Kongruenz b’ =1 oder =1-+20’= — (1+2o) 
(mod 22) befriedigen und es folgt also: 


& 


Bezeichnet b ein primäres Qualernion, so ist b’ oder — b' primär, 
je nachdem b=1 oder b= 1-20 (mod 2L). ist. 

Es verdient noch hervorgehoben zu werden, daß ein primäres Qua- 
ternion immer ganzzahlige Komponenten besitzt, also dem Bereiche .J, an- 
gehört, wie dies aus der Kongruenz b = 1(mod2) nach einem in dieser 
Vorlesung bewiesenen Satze unmittelbar folgt. 

\ 
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Die ganzen Quaternionen nach einer ungeraden Zahl als Modul. 


Wir wollen jetzt den Fall des Moduls v = m, unter m eine positive 
ungerade Zahl verstanden, näher betrachten. Da m ungerade ist, so gibt 
es zu jedem ganzen Quaternion 

g=kotkhutkt, + ki; 
ein modulo m kongruentes mit ganzzahligen Komponenten; z. B. ist 
g=k,('1+m)o+kt, + ki, + k,t, (mod m) 


und da der Faktor k,(1-+ m) gerade ist, so steht hier rechts ein Qua- 
ternion mit ganzzahligen Komponenten. Jedes beliebige ganze Quaternion 
wird daher einem, und offenbar auch nur einem, unter den m* Quaternionen 


(1) ge-gtahrehtGh (op 1l2,...,m—1) 
modulo m kongruent sein. Mit anderen Worten: 


Die m* Quaternionen (1) bilden ein vollständiges Restsystem für den 
Modul m. & | 

Wir ziehen jetzt andererseits auch ın bezug auf den Modul m die 
ganzzahligen binären Substitutionen 
(2) m=zan + hr, \ 
| ı=ya, +6a,) 
in Betracht, wobei also zwei Substitutionen 


(ch al 
y,ö 2 RE, 


\ 


(mod m) 


dann als nicht verschieden gelten, wenn 
DE Be De 0 Oman) 
ist. Auch die Anzahl dieser Substitutionen beträgt m!. Die Gesamtheit 


aller ganzzahligen Substitutionen S = a, P ohne Rücksicht auf einen 
8 8 v6 


festen Zahlenmodul) können und wollen wir als ein System komplexer 
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Zahlen mit vier Komponenten «, f, y, ö auffassen, in welchem Addition 
und Multiplikation durch die Gleichungen 


© AeAR N) Er (et Q, Pa 

Y, 60 7,0 \y+7, 648)’ 
a a k& & Y er aß + ni 
\y, 6 ya+67, yB+ 86 

definiert sein sollen. 

Dies festgesetzt, besteht nun der folgende Satz, welcher einer der 
bemerkenswertesten der Zahlentheorie der Quaternionen ist: 

Die m* Quaternionen q lassen sich den m* Substitutionen S eindeutig 
umkehrbar so zuordnen, daß für irgend zwei einander zugeordnete q und S 
die Kongruenz 
(3) N (g) = «ö — ßy (mod m) 
gilt und daß ferner, wenn q und S sowie G und S einander zugeordnet 
sind, dem Quaternion q +9 die Substitution S + 8 und dem Quaternion qq 
die Substitution SS zugeordnet ist. 

Dabei sind natürlich gg, gg sowie S-+ 8, SS in bezug auf den 


Modul m zu nehmen. 
Beim Beweise dieses Satzes gebrauchen wir den folgenden Hilfssatz ‘): 


7.8 


Die ganzen Zahlen r und s lassen sich so bestimmen, daß 
(4) 1+r?+s?=0(modm) 
wird. | f 

Es genügt, dieses für den Fall zu zeigen, wo m = p eine ungerade 
Primzahl ist. Denn nach bekannten Überlegungen aus der elementaren 
"Theorie der Kongruenzen folgt dann sukzessive die Lösbarkeit der Kon- 
gruenz (4) für den Fall, wo m Potenz einer ungeraden Primzahl, und 
endlich für den Fall, wo m ein Produkt von beliebig vielen ungeraden 
Primzahlpotenzen, also eine beliebige ungerade Zahl ist. Wenn nın m—p, 
er! 

2 





5) 


eine ungerade Primzahl, ist, so durchläuft 1-+ r? im ganzen unter- 





Ä x —1 
einander modulo p inkongruente Zahlen, wenn r—0,1,2,..., 2 - ge- 


IE k Ä. BEN +1 
setzt wird; desgleichen durchläuft — s? im ganzen I solche Zahlen, 





wenns) 1 2,000 P a gesetzt wird. Unter den Zahlen 1-4 r* muß 


daher notwendig eine vorkommen, die einer der Zahlen — s? kongruent “ 





ist, widrigenfalls wir # es > N ac p?-+-1 untereinander modulo p in- 


kongruente Zahlen erhalten würden. Demnach ist also die Kongruenz 
1+r’=— s’ oder 14+r?+s°=0(mod p) wirklich lösbar. 
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Nun wollen wir r und s der Kongruenz (4) gemäß wählen. Dann 
ist offenbar: 


2 
= 


5) retret+elg— (ra+ 8) — (sa, —rq,)'— 92] (modm) 
und durch die Kongruenzen s 
[ = WTTrI— 59 ] 

== rg, 

90 N RE: \ (mod m), 
EN UL | 

a Ah Pa Mil: 

deren Umkehrungen 


(6) 


| 2, =%& +0 & 

EN za | 

(7) | 2,=zr(a—ö)+s(ß+Yy) | 
2, =s(e—d)—r(P+Y) 


lauten, werden daher die Quaternionen (1) den Substitutionen (2) ein- 
deutig umkehrbar so zugeordnet, daß gemäß (5) 


(8) N (g) = «6 — By (mod m) 


ist, Indem wir die Kongruenzen (7) der Reihe nach mit den Einheiten 
1, %,,%,, %, multiplizieren und dann addieren, können wir sie in die eine 
Kongruenz 


(9) 2g=ud, + BE, + y&, + ö£&, (mod m) 


zusammenziehen, wobei dann &,,£&,, &,, &, die mit den Zahlen vr, s ge- 
bildeten Quaternionen 


(10) &=1-+4r,+si,, =, +, —ri, = —-i+si,—r%,, 
&,=1-r, — St, 

bezeichnen. Wenn nun neben (9) die Kongruenz 

(11) 2g=as + PE,+YE, +08, (mod m) 

besteht, so ergibt die Addition von (9) und (11) unmittelbar, daß der 


Summe qg +9 die Substitution S + 8 entspricht. Die Multiplikation der- 
selben Kongruenzen ergibt unter Benutzung der Beziehungen 


D=b,=26, B,=bs=2,] 


ä 1 de (mod m) 
BE=hheih E=H 25] 
sowie der weiteren Beziehungen 
Ed ie, u bat m) 
FRENCH = &=0 
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4 
B 


die Kongruenz 
(12) 299=(aa+Py)E+ laß +P9) + Ya + I )E+lrB+90)E, (mod m), 
welche ihrerseits zeigt, daß dem Quaternion gg die Substitution SS zu- 
geordnet ist. Hiermit ist unser Satz, den wir kurz den „Zuordnungssatz‘“ 
nennen wollen, vollständig bewiesen °). 

Die beim Beweise benutzten Formeln (6) und (7) lassen leicht nöch 
folgendes erkennen. Besitzen g,, 9,; 9; 9, mit dem Modul m keinen, allen 
fünf Zahlen gemeinsamen Teiler, so können auch die entsprechenden Zahlen 
@,ß,y, 6 mit m keinen solchen Teiler haben und umgekehrt. Bezeichnen 
wir daher ein Quaternion g= 9, + ılı 7 9%, + 9,1, als primitiv nach m, 
wenn g,; 91; 9; 9; und m keinen gemeinsamen Teiler außer 1 besitzen und 


ebenso die Substitution S — er x als primitiv nach m, wenn «&, P,y, od, m 
nur den gemeinsamen Teiler 1 besitzen, so gilt der Satz: 

Einem nach m primitiven Quaternion vst eine nach m primitive 
Substitution zugeordnet und umgekehrt. 

Wir wollen nun aus dem Zuorduungssatz einige Folgerungen ziehen. 

Es soll sich zunächst um die Bestimmung der Anzahl y(m) der 
modulo m inkongruenten Quaternionen g handeln, die nach m primitiv 
sind und der Bedingung i 


(13) N (qg) =0 (mod m) 


genügen. Diese Anzahl y(m) ist nach dem Zuordnungssatz dieselbe, wie 
die Anzahl der nach m primitiven Substitutionen, für die 


(14) «ö — By = 0 (mod m) 
ist. Wenn nun m = m,m, ist, wo m, und m, teilerfremd sind, so gilt 
(15) v(m)— y(m,)y(m,). 


Denn: genügen «, ß, y,ö der Kongruenz (14) und ist 
ens Beh: zn d=d,kmoedm,), 
Denen ayey,, 700, (mod m, ); 

so bestehen auch die Kongruenzen 

| 0,6, — P,Yı = 0 (mod m, ); 
as) ee 


und umgekehrt. Daher gibt das Produkt der Anzahlen der Lösungen der 
beiden Kongruenzen (16) in der Tat die Anzahl der Lösungen der Kon- 
.gruenz (14). Dieser Bemerkung zufolge ist 


(17) y(m)= [I] v(p%), 
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das Produkt über die Primzahlpotenzen p* erstreckt, aus denen sich m 
zusammensetzt. 

Die Anzahl y(p*) können wir nun weiter auf y(p) zurückführen. 
Es bedeutet y(p*) die Anzahl der ‚primitiven“ Lösungen der Kongruenz 
(18) «ad — Py=0 (mod pF), 

d. h. derjenigen Lösungen, für welche «, ß,y,ö nicht sämtlich durch » 
teilbar sind. Ist nun «,, Po; Yor. ö, eine bestimmte dieser Lösungen, so wird 
at enX, Be Po FD Y: yo 072,00 dt 

‚ der Kongruenz 
(19) aö— By=0(mod pttt) 
genügen, wenn 


do — Poro + PH (Rob + 68 — Bo — Y0y)= 0 (mod pk+!) 
oder 


ög — Bor >=: 
*o en Het + do® — Po2 — Y0y = 0 (mod p) 


ist. Da nun unter den Zahlen «,, Bo; Yo; d. mindestens eine nicht durch p 
teilbare vorhanden ist, so können wir drei der Zahlen «, y, z, t willkür- 
lich annehmen, worauf die vierte (welche einen durch p nicht teilbaren 
Koeffizienten hat) modulo p dann eindeutig bestimmt ist. Folglich ent- 
springen aus jeder Lösung von (18) genau p* Lösungen von (19), oder es ist, 
vw(pktı) a Poyp(pR). 
Durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung kommt 
(20) PO ED iD - 
Was nun die w(p) primitiven Lösungen von 
«ad — Py=0 (mod p) 
angeht, so zerlegen wir diese in p Gruppen, indem wir eine Lösung in 
die erste, zweite, ..., p-te Gruppe rechnen, je nachdem bezüglich 
ad=eßpyz=l, ao=epyz?,..., eö=ßy=p—1, eö=pfy=0N(modp) 
ist. Jede der ersten p — 1 Gruppen umfaßt offenbar (p — 1)” Lösungen, 
die letzte Gruppe aber (29 — 1)” — 1—= 49p?— 4p Lösungen, wo das sub- 
traktive Ghed — 1 davon herrührt, daß die Lösung e=P=zy=zd=V0 
von &ö— ßy=0 auszuschließen ist. Daher ist 
(21) wB)=(p 1) FA? Ap=p4p’-p- 1 (ip Derrt). 


Nach (20) kommt weiter 


v(pt)= pr 1) (147) 
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nd schließlich nach a 
22) El) 


Damit haben wir folgendes Resultat erhalten: 


Die Anzahl der modulo m inkongruenten Quaternionen 9 die nach m 
primitiv sind und der Bedingung 


N (q) = 0 (mod m) 
genügen, beträgt . 


wo das Produkt über alle Primfaktoren p von m zu erstrecken. ist. 


In ähnlicher Weise bestimmen wir die Anzahl y(m) der modulo m 
inkongruenten Quaternionen, die der Bedingung 


m.) >. N (q)=1(mod m) 


genügen. Nach dem Zuordnungssatz ist diese Anzahl so groß wie die der 
Lösungen der Kongruenz 


«ö — Py 1 (mod m), 
und genau wie für (m) ergibt sıch sukzessive 


(24) (m) — ][ x(»®) 


das Produkt über die Primzahlpotenzen p* erstreckt, aus denen sich m 
zusammensetzt, und 


(25) DEE LLRN: 
Um x(p) zu bestimmen, zerlegen wir die y(p) Lösungen der Kongruenz 


eö— Byr=l(modp) 


in p Gruppen, indem wir eine Lösung in die erste, zweite, ..., p-te Gruppe 
rechnen, je nachdem bezüglich 
ya SA Se Prannl ee) 
Eon ne ads=t : | E 


ist. Jede der ersten p — 2 Gruppen enthält offenbar (p — 1)” Lösungen, 
jede der letzten beiden Gruppen aber (p —1)(2p —1) Lösungen. Daher 
kommt 

zip) (n 2m) Fol l)29 1), 2(p 1), 


und hieraus unter Benutzung von (24) und (25): 
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Die Anzahl der modulo m inkongruenten ganzen Quaternionen, deren 
Norm kongruent 1 modulo m ist, beträgt 


(m) = m’ II(->). 


das Produkt über alle Primfaktoren von m erstreckt. 


Da die Norm des Produktes gleich dem Produkt der Normen ist, so 
bilden diese z(m) Quaternionen modulo m eine multiplikative Gruppe, die 
nach dem Zuordnungssatz der Gruppe der modulo m betrachteten homo- 
genen, binären, unimodularen Substitutionen „holoedrisch isomorph“ ist 
Man bezeichnet ja bekanntlich zwei Gruppen @ und @’ als holoedrisch 
isomorph, wenn die Elemente von @ denen von @’ eindeutig umkehrbar 
so zugeordnet sind, daß, falls den Elementen E und E von @ bezüglich 
die Elemente Z’ und E’ von @’ entsprechen, stets auch dem Element EE 
von @ das Element E’E’ von @’ entspricht. 

Es ist eine bemerkenswerte Tatsache, daß ein vollständiges Restsystem 
der ganzen Quaternionen nach einer ungeraden Zahl m >1 als Modul stets 
so gewählt werden kann, daß in dem Restsystem die 24 Einheiten als 
Glieder vorkommen. Dies beruht auf dem folgenden Satze: 

Zwei voneinander verschiedene Einheiten können niemals nach einer 
ungeraden Zahl m > 1 als Modul einander kongruent sein. 

Angenommen nämlich, es sei 

= e (modm). 
Dann folgt durch Multiplikation mit e', wenn &,e)'—n gesetzt wird 
n=1 (mod m). 


Von den 24 Einheiten genügt aber, wie man sofort konstatiert, nur 7 = 
dieser Kongruenz. Also ist notwendig 7 = &,&) " = 1 oder &, = &,, w. 2. b. w. 

Da das Produkt zweier Einheiten wieder eine. solche ist, so bilden 
die 24 Einheiten eine multiplikative Gruppe. Diese ist nach der soeben 
bewiesenen Tatsache eine Untergruppe der x(m) inkongruenten Quater- 
nionen q, welche der Bedingung N(g)= 1 (mod m) genügen, wo m eine 
beliebige ungerade Zahl bezeichnet. Im einfachsten Falle m = 3 ergibt 
sich aber (m) = 3° (1 — “ — 24, also genau gleich der Anzahl der 
Einheiten. Hieraus folgt: 

Die Gruppe der 24 Einheiten ist holoedrisch isomorph zur Gruppe 
der modulo 3 betrachteten ganzen Quaternionen, deren Norm kongruent 1 
modulo 3 ist, oder auch zur Gruppe der modulo 3 betrachteten homogenen, 
binären, unimodularen ganzzahligen Substitutionen. 
‚ Die letztere Gruppe ist bekanntlich holoedrisch isomorph zu der Gruppe 
der sogenannten homogenen Tetraedersubstitutionen ?). | 
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Als eine weitere Anwendung des Zuordnungssatzes, die uns in der 

nächsten Vorlesung von Nutzen sein wird, wollen wir die folgende Frage 
behandeln: | 
! Es sei p eine ungerade Primzahl und f eines derjenigen 
v(p)=(p®— 1)(p + 1) Quaternionen eines Restsystems modulo », 
welche der Bedingung 
N(f)=0(mod p) 

genügen, aber nicht lauter durch p teilbare Komponenten haben. 

Wie groß ist die Anzahl der modulo p inkongruenten Quaternionen x, 
welche die Kongruenz 


(27) | zf=0 (mod p) 
- befriedigen ? 


Sei (“ N) die dem Quaternion f zugeordnete Substitution, so sind 
’ 

«@,ß,y,6 nicht sämtlich durch p teilbar und «@ö — $y=0 (mod p). Die 

gesuchte Anzahl ist nun gerade so groß, wie die Anzahl der Substitutionen 

3) 

Vz, zT, 


deren Koeffizienten die Bedingungen 


ER ee) Be Ai 
& %,/ \y, 6 er, 
d. h. 
N ee U x.6 at 
NL mod) m ‚(mod p) 
Ba dt) x, ß N 


befriedigen. Die Zahlen «, ß,y,6ö sind nicht sämtlich durch p teilbar 
und wir wollen z. B. annehmen, daß « durch p unteilbar sei, und «’ aus 
ae’ = 1 (mod p) bestimmen. Von den beiden Kongruenzen, die x, , x, be- 
friedigen müssen, ergibt dann die erste | 


2. =-%,«@y(modp), 


während dann die zweite wegen 


a (x, ß a nn %,y) + (ad — $y)x, (mod p) 
von selbst erfüllt ist. Demnach ist x, willkürlich wählbar, worauf 
x, =—%,@'y eindeutig bestimmt ist. Analoges gilt für x, und z,. 
Man erhält daher genau p? Wertsysteme x,,%,,%,,%,, und also das 
Resultat: 
Die Kongruenz (27) besitzt p? inkongruente Auflösungen x. 
Dabei ist das Quaternion x = 0 (mod p) als Lösung mitgezählt. 





Vorlesung 9. 
Die Primquaternionen. 


Wir wollen nun den der Primzahl der niederen Zahlentheorie ent-. 
sprechenden Begriff einführen, nämlich den Begriff des Primquaternions. 
Diesen definieren wir so: 

Ein gamzes Quaternion rn, welches keine Einheit ist, nennen wir 
ein Primquaternion, wenn die Gleichung | | 


(1) Ä m ub; 


wo a und b ganze Quaternionen bedeuten, keine Lösungen außer solchen 
besitzt, für welche einer der Faktoren a und b eine Einheit vst. 


Daß es unendlich viele solche Primquaternionen gibt, wird sich im 
weiteren ‚Verlauf unserer Untersuchungen ganz von selbst ergeben. Wır 
brauchen uns deshalb mit dem Nachweis der Existenz von Primquaternionen 
nicht aufzuhalten. 

Besteht die Gleichung (1), so gilt auch 


(2) N(a)=N(a)N(b). 


Wenn daher die Norm N (r) eines ganzen Quaternions z eine Primzahl ° 
ist, so kann die Gleichung (1) nicht anders bestehen, als wenn N(a) 
oder N(b)=1, also a oder b eine Einheit ist. Dann ist also sicher 
ein Primquaternion. Aber auch das Umgekehrte ist richtig, so daß also 
der folgende Satz gilt: 


Ein ganzes Quaternion n ist dann und nur dann ein Primquaternion, 
wenn seine Norm N(n)-eine Primzahl ist. 


Dem Beweise, daß die Norm eines Primquaternions in der Tat not- 
wendig eine Primzahl ist, schicken wir folgenden Hilfssatz voraus: 

Eine Primzahl, aufgefaßt als ein reelles Quaternion, ist niemals ein 
Primquaternion. 


Für die Primzahl 2 folgt dies aus der Gleichung 
2 =(1+;)(1 ag 1, )- 
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Ist aber p eine ungerade Primzahl, so können wir nach der letzten Vor- 
lesung ein Quaternion 
gI-eytahtrght Gi; 

bestimmen, dessen Komponenten nicht sämtlich durch p teilbar sind, 
während 

Nd=-Ktatgatg=0 (mod p) 
ist. Sei dann ö der größte gemeinsame rechtsstehende Teiler von p und g. 
Da N(p)=»p” und N(g) den gemeinsamen Teiler p besitzen, kann ö 
nach einem in der sechsten Vorlesung bewiesenen Satze keine Einheit sein. 
Wenn nun etwa 

BO, 0,0 
' ist, so kann auch ö, keine Einheit sein, weil sonst ö mit p assoziiert wäre 
und daher p in allen Komponenten von g= 6,6 -,0,6,  p aufgehen müßte. 
Die Gleichung 
p=06,9 

zeigt nun, daß die Primzahl p kein Primquaternion ist. 

Dies vorausgeschickt, sei nun z irgendein Primquaternion und p ein 
Primfaktor von N (r). Nach dem soeben benutzten Satze der sechsten Vor- 
lesung haben dann x und p einen gemeinsamen Teiler, der keine Einheit 
ist und folglich als Teiler des Primquaternions z mit z assoziiert sein muß. 
Demnach ist p durch z teilbar, etwa 


(3) P en 
und folglich 
p®=N(a)N (rn). 
Da nun r, keine Einheit sein kann, weil sonst p=nn, mit n assoziiert 
und also ein Primquaternion wäre, so muß 
(4) Nra)=p 
sein, w. z. b. w. 

Wie die Gleichung (4) zeigt, ist in der Gleichung (3) der Faktor z, 
das zu r konjugierte Quaternion x’. Ferner leuchtet ein, daß jedes Prim- 
quaternion Faktor einer Primzahl ist, die mit der Norm des betreffenden 
Primquaternions zusammenfällt. 

Wir wollen nun die sämtlichen in einer Primzahl aufgehenden Prim- 
quaternionen bestimmen. 

Was zunächst die Primzahl 2 angeht, so ist, abgesehen von Einheits- 
faktoren, 

S=1-+1,, 
das einzige Primquaternion, welches Faktor von 2 ist. Denn aus N (zn) = 2 
4 


Hurwitz, Vorlesungen, 
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folgt nach den Sätzen der siebenten Vorlesung, daß 2 = (1-+ i,)e ist, wo 
e eine Einheit bedeutet. Indem wir uns zur Bestimmung aller in einer 
gegebenen ungeraden Primzahl p' aufgehenden Primquaternionen wenden, 
bemerken wir zunächst, daß es offenbar genügt, die primären unter ihnen 
zu betrachten. Denn aus diesen gehen alle übrigen durch (rechtsseitige 
oder linksseitige) Multiplikation mit Einheiten hervor. 

Wir verstehen nun unter f irgendeines derjenigen 


y(p)= (pP? —1)(pH41) 

nach p primitiven Quaternionen eines vollständigen Restsystems modulo », 
deren Norm durch p teilbar ist. Dabei wollen wir diese Quaternionen f 
so. wählen, daß N (f) durch p, aber nicht durch p? teilbar ausfällt. Diese 
Annahme ist erlaubt. Denn ersetzen wir 


R f= IE SIE ft, Dr ER: zw [283 
durch. das kongruente Quaternion | 
f= 5 He ai ar fat; ar fs } Ph + b, 8, Ei b, 0; vr b;1,), 
so tritt an die Stelle von N(f) dıe Zahl 


NM=lk+rt) + ht ra) HRt RR) Hk + PR) 


Sollte nun N(f) durch p? teilbar sein, so können wir die ganzen Zahlen 
to; ty, ta, t, so wählen, daß N(f) durch p° nicht teilbar wird; z. B. indem 
wir diese Zahlen der Bedingung 


bhetthhtkrttf, = 1 (mod p) | 
gemäß annehmen, was möglich ist, weil /,, f,, /s; /,s nicht sämtlich durch 
p teilbar sind. Weil N(f) durch p teilbar ist, hat f mit p einen größten 
rechtsseitigen gemeinsamen Teiler z, der keine Einheit und überdies völlig 
durch dıe Forderung bestimmt ist, daß er primär sein soll. Es ist dann etwa 
(5) fan. Mac 
und da z nicht mit p assoziiert sein kann, weil sonst f durch p» teilbar 
wäre, so muß z ein Primquaternion von der Norm p sein. In dieser 
Weise entspringt aus jedem Quaternion f ein primäres Primquaternion 
von der Norm p. Man ist auch sicher, auf diesem Wege alle diese Prim- 
quaternionen zu erhalten. Denn bezeichnet z irgendeines derselben, so 
wird dasselbe, wie leicht ersichtlich, jedenfalls aus demjenigen Quaternion f 
hervorgehen, welches = rn (mod p) ist. Bildet man also für jedes einzelne 
Quaternion f die Gleichungen (5), so findet man alle primären Prim- 
quaternionen x von der Norm p. 


A ft , Tn hu: 
%7 N 
En N 
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Jedes solche Primquaternion entsteht aber auf diese Weise p? — 1-mal. 
Um dieses einzusehen, fragen wir zunächst, unter welcher Bedingung 
f und f" zu demselben Quaternion x Anlaß geben. Wir erkennen leicht, 
daß hierfür die Lösbarkeit der Kongruenz 
(6) | f" =gf (mod p)' 
durch ein ganzes Quaternion qg notwendig und hinreichend ist. 


In der Tat, wenn gemäß dem Ansatz (5) 
FE On; fd=ot"n 


ist, so sind N(«) und N(«®) teilerfremd zu p, weil N(f) und N(f®) 
wohl durch 9, aber nicht durch 9° teilbar sind. Folglich läßt sich g aus 
der Kongruenz 


(7) ge=awW (mod p) 


bestimmen, da diese auf gN(e)= «W«’(mod p) hinauskommt. Durch 


Multiplikation der Kongruenz (7) mit z kommt dann 
ger=a®dr oder gf=f"(modp). 
Umgekehrt: wenn die Kongruenz (6) besteht und f=«z ist, so hat man | 


fM=ger+g®!p=(ga+ gWr’)z, 
so daß aus f'' dann dasselbe Primquaternion x entspringt, wie aus f. 
Ist also f ein bestimmtes der hier betrachteten Quaternionen, so 
werden wir folgendermaßen die Quaternionen f'” finden, die dasselbe 
Primquaternion wie f liefern: wir lassen ın dem Produkte g:-f, den 
Faktor q alle p* inkongruenten Quaternionen (mod p) durchlaufen und 
bezeichnen mit 


(8) ah ah...4 
die inkongruenten unter den so entstehenden Produkten. Unter diesen 
findet sich auch das Quaternion Null =0.f. Die übrigen z— 1 unter 
den Produkten (8) sind dann denjenigen Quaternionen f"’ kongruent, die 
dasselbe Primquaternion wie f ergeben. | 
Nun ist jedes beliebige Quaternion qf einem der Quaternionen (8) 


kongruent; aus R 
af=gq,f folgtaber (g—=g,)f=0. oder g=g,+x(mod p), 


wo x eines derjenigen Quaternionen bezeichnet, die der Kongruenz 


(9) : zf=0 (mod p) 


genügen. Wir werden also alle pt Quaternionen gqf erhalten, wenn wir in 


(ee al dere) 


4* 
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das Quaternion x alle Lösungen der Kongruenz (9) durchlaufen lassen. 
Da die Anzahl dieser Lösungen nach der letzten Vorlesung p? beträgt 
ergibt sich 


’ 


pt=z-p:, 
oder z=p?. Es sınd also in der Tat immer je z—- 1=9p?°—1 Qua- 
ternionen f"' vorhanden, die dasselbe Primquaternion liefern. 
Da die Gesamtzahl der Quaternionen f 


| y(p)=(p®—-1)(p+1) 
beträgt, so erkennen wir nunmehr: 

Es gibt genau p-+-1. primäre Primquaternionen, die in der un- 
geraden Primzahl p aufgehen oder — was dasselbe ist — deren Norm 
gleich der ungeraden Primzahl p ist!®). 

Jedes ungerade Quaternion geht aus einem bestimmten primären durch 
rechtsseitige Multiplikation mit einer Einheit hervor. Daher gibt es im 
ganzen 24 (pP +1) verschiedene in p aufgehende Primquaternionen. Unter. 
diesen befinden sich 8 (? + 1) mit ganzen Komponenten, also von der Form 


(10) NEM TNgt,, 
WO 7,, 74, 77,, , ganze Zahlen bezeichnen, da nur die Multiplikation mit 


den acht Einheiten +1, #i,, #i,, + ti, aus einem primären Quaternion 


solche mit ganzen Komponenten entstehen läßt. Die übrigen 16 (p-+1) 
sind von der Form 
(10°) am tm, + mi, + ns,), 
wo 7%, 74, ts, zz, ungerade ganze Zahlen bezeichnen. 
In anderer Ausdrucksweise liegt hierin der Satz: 


Die Gleichung 





(11) p=n H nr | 7 | n; 
besitzt 8 (p +1) Auflösungen in ganzen Zahlen 7,,7,,71,,77,, die Gleichung 
“ p-mtmtatm' 


16 (p +1) Auflösungen in ungeraden ganzen Zahlen n,, 7, 73,3. 


* 


Vorlesung 10. 
Der Zerlegungssatz. 


Wir werden uns nun mit der Darstellung der ganzen Quaternionen 
als Produkte von Primquaternionen beschäftigen. 

. Wie wir früher gesehen haben, läßt sich jedes ganze Quaternion @ 
in die Form bringen 


a—=(1+i)b, 


wo b ein ungerades Quaternion bezeichnet. Man braucht daher nur die 
Zerlegung ungerader Quaternionen in Primquaternionen zu betrachten, 
und zwar darf man sich dabei noch auf primäre Quaternionen beschränken, 
da jedes ungerade Quaternion durch Multiplikation mit einer Einheit in 
ein primäres Quaternion verwandelt werden kann. 


Sei nun 5 ein primäres Quaternion, d.h. also ein solches, welches 
=]: 0oder = 1: 909 (mod 2 + 2:,) ist, und bezeichne m den größten ge- 
meinsamen Teiler der Komponenten von 5b, die ganze Zahlen sind. Dieser 
Teiler m werde mit einem solchen Vorzeichen genommen, daß m = 1 (mod 4), 
also a fortiori=1(mod 2 + 2:,) ıst. Man hat dann 


b=)mo, 


wo c ein primäres Quaternion ist, dessen Komponenten keinen gemein- 
samen Teiler außer 1 besitzen. Ein solches Quaternion c wollen wir zur 
Abkürzung primitiv nennen. Nach dieser Festsetzung ist ein primitives 
Quaternion also immer auch primär. Insbesondere ist offenbar ein pri- 
märes Primquaternion 


AM, Tut TNgly 
stets primitiv, weil 7,, 2,, 2%,, 7, keinen gemeinsamen Teiler außer 1 
besitzen. können. Nach der siebenten Vorlesung ist das hierzu konjugierte 


u 0 — NV, — gb, 


ebenfalls primär, wenn z —=1 (mod2 + 2i,); dagegen ist — rn’ primär, 
wenn n=1+2o(mod2--2i,) ıst. Zur Vereinfachung des Ausdrucks 
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wollen wir deshalb in der Folge, in Abweichung von der früheren Ter- 
minologie, unter dem konjugierten Quaternion zu einem Primquaternion 
das Quaternion z’ oder das Quaternion — rn’ verstehen, je nachdem 
r=]l odr n=1-+2o(mod2-+2:,) ist. Da das Produkt zweier prı- 
mären Quaternionen wieder primär ist, so wird übrigens, beiläufig bemerkt, 


hiernach z’ oder — rn’ als zu r konjugiert zu bezeichnen sein, je nachdem 


£ 2 _| 2 2 EN 
TI. — NT I Br, - 


eine Primzahl von der Form 4k +1 oder von der Form 4k +38 ist. 
Für die primitiven Quaternionen gilt.nun folgender ‚Zerlegungssatz “: 
Es sei c ein primitives Quaternion und 

(1) N(c)=pgr..., 

wo P,4g,r,... die sämtlichen (gleichen oder ungleichen) Primfaktoren 

von N(c) in eine beliebige, aber bestimmte Reihenfolge gebracht, be- 


zeichnen. Dann ist c, und zwar nur auf eine Weise, ın der Form 
darstellbar 


(2) bean or 


u 


wo 7, x%,0,... primäre Primquaternionen bedeuten, deren Normen der 
Reihe nach gleich P,g,r,... sind. 

Nachdem man nämlich N (ec) in die Faktoren pgr... aufgelöst hat, 
bestimme man den größten primären linksseitigen gemeinsamen Teiler r 


von ce und p. Dann ist 
er ITC, A 
wo c, wieder primitiv und 


he Nee 
ist. In entsprechender Weise findet man 
CHIC, 
und 
Niels, 
wo x den größten primären linksseitigen Teiler von c, und q bezeichnet. 
So fortfahrend, erhält man c in der Form (2) dargestellt, und diese Dar- 


stellung ist nur auf eine Weise möglich, weil 7, x,o,... der Reihe nach 
als größte primäre gemeinsame Teiler eindeutig bestimmt sind. 


Der folgende Fall des hiermit bewiesenen Satzes verdient besonders 
hervorgehoben zu werden: 


Bezeichnet c ein primitives Quaternion und st 


(3) | ER 


nie. 
N 
oe 


u 
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“unter p,q,... verschiedene Primzahlen verstanden, so läßt sich c, und 


zwar nur auf eine Weise, ın die Form setzen 
(4) EL RE ER ER 


WO Ay, Ngy ..., 7, primäre Primquaternionen von der Norm p, ferner 
%yy..., 2, solche von der Norm q usw. bezeichnen. 

Es ist klar, daß in der Darstellung (4) des primitiven Quaternions c 
niemals zwei konjugierte Primquaternionen nebeneinander stehen können. 
Denn sonst würde das Produkt derselben, welches eine reelle Primzahl 
ist, gemeinsamer Teiler aller Komponenten von c sein. Umgekehrt gilt 
nun der Satz: - 

Ein Produkt von primären Primquaternionen 


IT, 7T, ... 77, A, Ka Re K,; 
in welchem 7,,7,,.:..,7, die Norm p, ferner x,, %,, ...,%, die Norm q 
usw. haben, unter 9,g,... voneinander verschiedene Primzahlen ver- 


standen, stellt immer ein primitives Quaternion dar, wenn niemals zwei 
konjugierte Primguaternionen in dem Produkte nebeneinander stehen. 
Wir wollen annehmen, dieser Satz sei für Produkte aus n Faktoren 
schon bewiesen, und.zeigen, daß aus dieser Annahme seine Gültigkeit für 
Produkte aus n+1 Faktoren folgt. Da der Satz für n— 1 offenbar 
richtig ist, so ist er dann als allgemein gültig nachgewiesen. Sei also 





(5) TE TU EEE IT C 


ein Produkt von n + 1 primären Primquaternionen, in welchem keine 
zwei konjugierten Quaternionen nebeneinander stehen. Nach Annahme ist 


(6) RE Er 


er 

primitiv: Wäre nun das Produkt z,c nicht primitiv, so gäbe es eine 

Primzahl P, die in allen vier Komponenten von z,c aufginge. Also wäre 
b) 1 


(7) z,c=0(modP) 


/ 


und daher auch i 
(8) zn,c=pc=0(modP), 


woraus N ()=p=P folgt. Denn andernfalls würde die Kongruenz (8) 
c=() (mod P) nach sich ziehen, während doch ce primitiv ist. Die Kon- 
gruenz (7) ist nun mit einer Gleichung der Gestalt 


! 
rnc=pe=nn, 


‚gleichbedeutend, wo C' ein ganzes Quaternion bezeichnet; hieraus folgt 


= T1,%,.% x — n(C 
—T.:.» N A RE EB Zu 1 Ya. 


und da die Zerlegung von c eindeutig ist, müßte z,—=-+n]/ sein. Es 
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würden also die am Anfang des Produktes (5) stehenden Faktoren z, | 
und 7, konjugiert sein, was der Voraussetzung, daß ın dem Produkte 
keine zwei konjugierte Quaternionen nebeneinander stehen, widerspricht. 

Mit Hilfe des eben bewiesenen Satzes können wir leicht die folgende 
Aufgabe erledigen: | 

Man soll alle primitiven (Quaternionen c bestimmen, deren Norm 
eine gegebene ungerade Zahl 

ER (RE 
ist. 
- Wir brauchen offenbar, um die gewünschten Quaternionen zu erhalten, 

nur alle möglichen Produkte 


(9) NR NEE 1 
zu bilden, die den Bedingungen genügen, daß ,,7,,..., 7, primäre Prim- 
quaternionen der Norm 9, ferner x,, %,, ...,%, primäre Primquaternionen 


der Norm g usw. sind, und daß niemals zwei konjugierte Primquaternionen 
nebeneinander stehen. Da es p-+1 primäre Primquaternionen der Norm p 
gibt, so können wir für z, jedes dieser p +1 Primquaternionen nehmen, 
jedes dieser z, mit jedem der von + z! verschiedenen p Primquaternionen 
als zweiten Faktor z, kombinieren usf. Man erhält also im ganzen 


m)=(p+1)pri(g+i1)ger...—m(14-) 142)... 


Quaternionen c. Das heißt: _* 


Ist m = p*"g*... eine ungerade Zahl, so gibt es 
i 1 1 
(10) am)=-m(l+,)(1+2)-- 


primitiwe Quaternionen, deren Norm gleich m ist. 

Hierbei ist noch zu bemerken, daß m > 1 vorausgesetzt wurde. Im 
Falle m —=1 ist offenbar die Formel (10) durch Q(1)—1 zu ersetzen, 
denn es gibt nur das eine primitive Quaternion 1, dessen Norm gleich 1 ist. 

Die zahlentheoretische Funktion Q@(m) genügt, wie aus ihrem Aus- 
druck (10) ersichtlich ist, der Gleichung 
(11) Q(m,m,)=Q(m,)Q(m,), 
wenn m,, m, irgend zwei ungerade positive, zueinander teilerfremde 
Zahlen bedeuten. 

Fragen wir nun nach der Gesamtzahl der primären Quaternionen 5 
— nicht nur der primitiven —, deren Norm eine vorgeschriebene ungerade 
Zahl m ist! 

Bezeichne 5b eines dieser Quaternionen und setzen wir 


(12) | DES HLC. 


Der Zerlegungssatz. ’ x 971 


wo d den größten gemeinsamen Teiler der vier Komponenten von 5 be 

deutet. Diesen Teiler wollen wir mit einem solchen Vorzeichen nehmen, 

daß d=1(mod4) ist. Es wird dann c ein primitives Quaternion und 
N(b)=d'.N(c)= 

Also haben wir in (12) für d alle Zahlen =1 (mod 4) zu nehmen, deren 

Quadrat in m aufgeht, und für jedes solche d den Faktor c alle primi- 


. . . Mm . . 
tiven Quaternionen durchlaufen zu lassen, deren Norm gleich — wird. Die 
FE 


Anzahl der en beträgt nach dem letzten Satze Q(; :)- Demnach 
ist die Anzahl aller Quaternionen 5b durch 


(13) | f(m)=-,Q (er) 


vorgestellt, wobei die Summe über alle quadratischen Divisoren d’ von m 
zu erstrecken ist. Wenn wir nun wie früher 


(14) RE a 
setzen, so müssen wir ın (13) 
da 2° gt MR 
einsetzen und «, ß,... alle nicht negativen Zahlen durchlaufen lassen, 


welche den Bedingungen 
ISA TEN TEEN 


genügen. Es kommt so, unter Benutzung der Gleichung (11), 


— > Q(p h-2a gk- 2B...)— D,Q(pt-2e). I’Q(gr-?P).. 
Nach Si (10) ist weiter 
AP) PN) +QPr?) + Q(pr)+ 
DON ERSADTINTT, 
De DR ID a ee De]. 
und somit schließlich 
fm) (pr Hp +... +1)(gE+ge!+... +1)... So, 
wo ö die sämtlichen Divisoren von m durchläuft, 
Demnach besteht also der Satz: 
Bedeutet m eine beliebige ungerade Zahl, so gibt es 
(15) f(m)= Do 
primäre Quaternionen, deren Norm gleich m ist. Dabei erstreckt sich 
die Summe auf alle Divisoren © von m. 
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i + 


Die Darstellungen einer positiven ganzen Zahl als Summe von vier 
Quadraten. 


Auf Grund des Ergebnisses, zu welchem wir am Schluß der letzten 
Vorlesung gelangten, ist es leicht die folgende Aufgabe zu lösen: 


Man soll die Anzahl der Lösungen der Gleichung 
(1) 2 +2, +0, =n 
ın ganzen Zahlen %,, %, , %,, %, bestimmen, unter n eine gegebene positive 
ganze Zahl verstanden. 


Wir schreiben die Gleichung (1) in der Form 


(2) N(2)=n, 
indem wir 
(3) ; Leg tot RT Kt, 


setzen. Es handelt sich somit um die Anzahl derjenigen Quaternionen «&, 
die dem Bereiche J, angehören (d. h. ganzzahlige Komponenten. besitzen) 
und deren Norm mit der vorgeschriebenen Zahl n zusammenfällt. 
Wir wollen mit 2” die höchste Potenz von 2 bezeichnen, die in n 
aufgeht, so daß Sr 
(4) n=2”m 
wird, unter m eine ungerade Zahl verstanden, und nun bei der Behand- 
lung unserer Aufgabe die beiden Fälle r—=0 und r > O unterscheiden. 
Im Falle r=0 sind die Quaternionen, deren Norm gleich n = m 
ausfällt, ungerade. Da jedes solche Quaternion durch Multiplikation mit 
einer der 24 Einheiten (wobei wir uns etwa für rechtsseitige Multiplikation 
entscheiden mögen) in ein primäres verwandelt werden kann, werden wir 
zunächst die primären Quaternionen x betrachten, die der Bedingung 


(5) Nr 
genügen und sodann feststellen, wie viele Quaternionen des Bereiches J, 
aus diesen durch rechtsseitige Multiplikation mit den Einheiten entstehen. 


| 
L 
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Nach dem Schlußsatz der letzten Vorlesung gibt es 
(6) f(m)— 370 
primäre Quaternionen x, welche die Gleichung (5) befriedigen. Jedes 
primäre Quaternion gehört nun dem Bereiche J, an (siehe siebente Vor- 
lesung) und durch rechtsseitige Multiplikation mit den acht Einheiten 
+1, #i, #%, #i, entstehen aus ıhm wieder Quaternionen des Be- 
reiches J,. Dagegen liefert die Multiplikation mit den übrigen 16 Ein- 
heiten ganze Quaternionen, die nicht J, angehören, sondern die Form 
HN 9% + 9,i,) haben, unter g,, 9,, 9,, 9, ungerade Zahlen ver- 
standen. Wir erkennen somit, daß im Falle, wo n = m ungerade ist, 
die Gleichung (1) 8f(m) Lösungen besitzt. 

Im Falle r > 0 hat jedes Quaternion x, welches der Bedingung 


LO Na)en=2:m 


genügt, den Fakter 1-+:, genau r-mal. Wir können dasselbe also in 
der Form 

(8) = (1 +4) -X 

schreiben, wo 7 ein ungerades BanzeN Quaternion von der Norm m be- 
zeichnet. 

Hier ist nun zu beachten, daß jedes ganze (Juaternion, welches durch 
1+.:, teilbar ıst, dem Bereiche J, ‘angehört. Denn nach der siebenten 
Vorlesung sind die Quaternionen des Bereiches J, dadurch charakterisiert, 
daß sie entweder = 0 oder = 1(möd1--:,) sind. Man kann auch direkt 
aus der Gleichung 


, rare Ja lg: > Jar 9; ; 
(F+%):: IH rg + 9% 21 gg ee 7 + 5 ER TR ne Y er 


[1 


ablesen, daß das Produkt aus 1-+i, in irgendein ganzes (uaternion 
s(H+ Hut Il + 9,1,) ganzzahlige Komponenten besitzt. 

Demnach haben wir in (8) für X alle ganzen Quaternionen von der 
Norm m einzusetzen, nicht nur diejenigen, welche dem Bereiche J, an- 
gehören. Diese Quaternionen entspringen nun aus den (m) primären 
“uaternionen von der Norm m durch rechtsseitige ana mit den 
24 Einheiten, so daß wir also aus (8) im ganzen 24 (m) Quaternionen 
erhalten. | 

Fassen wir diese Ergebnisse zusammen, so erhalten wir den Satz: 


Die Anzahl der Darstellungen einer ganzen positiven Zahl als Summe 
von vier Quadraten beträgt, je nachdem die darzustellende Zahl ungerade 
oder gerade ist, das Sache oder das 24 fache der Summe der ungeraden 
Divisoren der Zahl. 
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Betrachten wir die /(m) primären Quaternionen von der ungeraden 


A : : > N r Ed ar u) 
Norm m und multiplizieren wir sie mit den 16 Einheiten —— 22, 





so erhalten wır dadurch ofienbar sämtliche ganze Quaternionen von der 
Norm m, die nicht dem Bereiche J, angehören, sondern von der Form 
s(go+ Htı + Ita + 951,) sind, wo 9,5 9, 95, 9, ungerade Zahlen bedeuten: 
Diese Tatsache läßt sich in folgendem Satze aussprechen: 


Die Anzahl der Darstellungen des Vierfachen einer ungeraden Zahl 
als Summe.von vier ungeraden Quadraten beträgt das 16 fache der Summe 
der Divisoren der Zahll®). 

Die Schlußsätze der neunten Vorlesung über die Darstellungen einer 
ungeraden Primzahl oder des Vierfachen einer solchen als Summe von 
vier Quadraten sind die einfachsten Spezialfälle der letzten beiden Sätze. 


Vorlesung 12. 
Ein Problem Eulers. 


Im zweiten Bande seiner Theorie des nombres erwähnt unter Nr. 470 
Legendre ein Problem Eulers mit folgenden Worten: 
„In ein wie in der nebenstehenden Figur in 16 Felder 
geteiltes Quadrat soll man 16 Zahlen A, B,C,...@ ein- 
schreiben, welche folgenden Bedingungen genügen: 
1. daß die Summe der Quadrate der Zahlen in jeder 
der vier Horizontalreihen, ferner auch in jeder der 





vier Vertikalreihen und in beiden Diagonalen dieselbe ist. Dies gibt 
10 Bedingungen; 

2. daß, wenn man in zwei beliebigen Horizontalreihen die übereinander- 
stehenden Zahlen multipliziert und die Produkte addiert, diese 
Summe, . BB AE- BF --CG-+ DH, stets gleich Null ist und daß 
dasselbe gelten soll bei zwei beliebigen Vertikalreihen. Dies gibt 
12 Bedingungen. 


Man hätte also ım ganzen 22 Bedingungen zu erfüllen und nur 
16 Unbekannte. Indessen bemerkt Euler, daß es unendlich viele Arten 
gibt, dieser Aufgabe zu genügen. Er war im Besitz der allgemeinen 
Lösung derselben und gab als Beispiel das folgende Quadrat: 


ei AR 41, —9/ 
zn L: sl, PL 32 
99, 28, — 29, 61 
— 11, —.77, 8; 49. 


Die Auflösung dieses Problems ist nicht veröffentlicht worden, und 
es wäre sehr zu wünschen, daß dies: geschehe, wenn man ‚sie unter den 
noch nicht gedruckten Manuskripten des Verfassers finden könnte; denn, 
wie man sieht, würde es sehr schwierig sein, sie wiederherzustellen.” 

Wir wollen nun zeigen, daß die allgemeine Lösung dieses Problems 
sich leicht und in einer sehr einfachen Form auf Grund unserer Zahlen- 
theorie der Quaternionen ergibt. 
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Die gesuchten 16 Zahlen A,B,C,..., Q mögen mit au (e, Be0.1,25) 
bezeichnet werden, so daß die in der «-ten Horizontalreihe stehenden 
die folgenden sind: 


(1) Aga, Ara, Asa, Agua (@ == 1 2, 34. 
Betrachten wir nun die lineare Substitution 
YZdnoR%o + roFı F Agokg T Igo%z > 
(2) Yı — Ag by Fr Aıkı + 41% + 43,1%, 
Yz = Gg%o FT YaFı T Rga%g 4 Agakz, 
Yz— dgl t Askı T Ayla I Aya Rz; 


‘ 


und sehen wir zunächst von den auf die beiden Diagonalen bezüglichen 


Bedingungen ab, so erkennen wir sofort, daß unsere Aufgabe auf die 
folgende hinauskommt: 


Man soll die Substitution (2) so bestimmen, daß sie die Gleichung 
(3) WEITYT UT ME 


in welcher M eine Konstante bedeutet, zu einer reinen Identität in 
%5 % > %,, %, macht, oder also die Form y’ + y?’+y; +9; in ein Viel- 
faches von sich selbst überführt. 

Die Identität (3) ist nämlich zunächst mit den auf die Vertikalreihen 
. bezüglichen Bedingungen für die 16 Zahlen gleichbedeutend.” Aus diesen 
Bedingungen ergeben sich sodann die Umkehrungen der Gleichungen (2) 


or i . < c 
(2) M%. = 0,Yo + AaıYı 4 MasYa + Was Ya (e=.DirT, 2889 


und indem man diese Ausdrücke der M x. in die aus (3) folgende Gleichung 


» 


(3) (Mo) + Ma) +(Mz,) +Ma"=My+yıtyHW) 
einträgt, ergibt sich durch Koeffizientenvergleichung, daß auch die auf 
dıe Horizontalreihen bezüglichen Bedingungen für die 16 Zahlen a,; er- 
füllt sind. 


Wir wollen nun fürs erste auch die Bedingung, daß die Koeffizienten 


Aug der Substitution (2) ganze Zahlen sein sollen, fallen lassen und ferner 
M = 1 setzen. Mit anderen Worten, wir stellen uns die Aufgabe: 


Man soll alle reellen ‚orthogonalen‘“ Substitutionen (2) besiimmen, 
d. K. diejenigen reellen Substitutionen (2), vermöge welcher identisch in 
den Variabeln %,, %, X, %; 
% 
(& NN tNeetetaite) 
wird. 


Diese Aufgabe können wir leicht in die Sprache der. Quaternionen- 
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theorie übertragen. Zu dem Ende multiplizieren wir die Gleichungen (2) 
der Reihe nach mit 1, :,, ?,, ?, und addieren sie sodann. Dadurch kommt: 


(5) y=4%+ 4,2, + 4,8, + Ayn,, 


wobei die neu eingeführten Bezeichnungen folgende Bedeutung haben: 


’ 


(6) UT YryıhırYy%t Yzt, 
4A, — Ayo Si Ayı i, 7= Iga ?, + og lz, 

| A, — 40T Aıdı rt als + A383, 
4, = Mt At FA + Angtg» 

| Az— Ag Ft Ay I Agola + Aygz- 


Und nun ist unsere Aufgabe offenbar die: 


(7) 


Man soll die Quaternionen A,, A,, A,, A, so bestimmen, daß die 
Gleichung 
(4) N(y)= (A, +4, 2, + 4,8, + 4,2,)(Aozo+ Aıtı + Asws + Ay,) 
| -utatate 
identisch in den Variabeln &,, % , %,, %, erfüllt ıst. 
Der Vergleich der Koeffizienten von x; auf beiden Seiten der Glei- 
chung (4’) ergibt zunächst: 
(8) N(4)=4,%4=1. 
Das Quaternion A, muß daher sicher von Null verschieden sein, so 
daß wir 


(9) A 4, A,=Ayd, A = Ao3s 

setzen können, wobei j,, j,, j, gewisse Quaternionen bezeichnen. Hier- 
durch geht (5) über .in 

(10) y=AHtGht Mat %)s) 

und die Gleichung (4’) wird nun in Rücksicht auf (8) 


1) Ny-ntn tt) at tnit Ei) 
tete © 
Durch Ausführung der Multiplikation auf der. linken Seite und 


K.oeffizientenvergleichung folgt hieraus: 


’ 


energy, Ih) Ihsehiinel 
9778 a =, Er = 0% DH Inn BR — 0 


"und durch Elimination von er je; js 





(12) ee Eu ea aa EX RE el Ich; Nein 
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Hieraus können wir schließen, daß das Quaternion 7,j,j, seinem 
konjugierten gleich und also reell sein muß. Denn es ist 


(I de ee 1 1 N Il I Ir la Is) Te 
Da die Norm von 5, 3, j, überdies N (7,) N (7,) N (j,) =1 ist, so muß 
(15) I ee 
sein, wo e entweder — 1 oder — 1 ist. 
Durch Multiplikation von (13) mit 7, entsteht, weil 7, — —1 ist, 
91 9a = Es 


und ebenso leicht finden wir 
ads Es Is eh. 
Die drei Quaternionen &j,, &7,, €), genügen demnach den Gleichungen 
(7) der dritten Vorlesung, nämlich 


2 


(23,)" (Eu N (en) = = Lernen: 
Ejg&jg = — Eis eg —Ejı, Eis eh = EI, E;—Eh 
und, wie dort gezeigt wurde, folgt hieraus die Existenz eines Quaternions g; 
für welches 
(14) Ei; = u 2% 9.975.605 060, 
ist. Das Quaternion q dürfen wir von der Norm 1 voraussetzen, so daß 
q-'=gq’ wird. Denn g darf, ohne Störung der Gleichungen (14), durch 
rg ersetzt werden, unter r eine beliebige, nicht verschwindende reelle 
Zahl verstanden, die wir so wählen können, daß 
Ner)=rN(g=1 

wird. Wir setzen nun die Ausdrücke von 37,,7,, 9, aus (14) in (10) ein. 
Indem wir dabei noch für die Quaternionen von der Norm 1 

A,g2 und, ges —gq- 
bezüglich a und 5 schreiben, kommt so 
(15) y=alz, ter ut En %+E2,1,)b, 
wobei & entweder +1 oder — 1 ist. Umgekehrt: bilden wir die Glei- 
chung (15), unter a und b zwei beliebige Quaternionen von der Norm 1 
verstanden, so werden die Komponenten %,, %,; Y%,, Y,; von y vermöge 


dieser Gleichung lineare homogene Funktionen von %,, %,, %,, &%, und der 
Übergang zu den Normen zeigt, daß identisch 


Nerv ty ze tagen 
wird. Trennen wir noch die Fälle e—= 1 und e& ee ron einander, 
so können -wir das gewonnene Resultat so aussprechen: 
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Jede reelle orthogonale Substitution (2) läßt sich durch eine der 
beiden Gleichungen | 


(16) WdE, 

(16 ) - y=.axb 

darstellen, in welchen a und b zwei Quaternionen von der Norm 1 be- 
deuten, und 


%—% FEUERT Lb,, ysy tr Uhr Ya 4% 
zu setzen ist. 


Hierzu ist noch folgendes zu bemerken. Die Substitutionen, die durch 
die Gleichung (16) dargestellt werden, unterscheiden sich von den durch 
die Gleichung (16’) dargestellten durch das Vorzeichen ihrer Determinante. 
In der Tat kann bei stetiger Änderung der Quaternionen a und 5 (d.h. 
ihrer Komponenten) die.Determinante der Substitution (16) und ebenso 
die der Substitution ( 16’) ihr Vorzeichen nicht ändern, weıl diese Deter- 
minanten immer von Null verschieden bleiben. Lassen wir aber « und 5 
- stetig in das Quaternion 1 übergehen, so werden die Substitutionen (16) 
und (16') in 

eos ıbzw.iy—x 
übergehen. Von diesen ist die erstere die identische Substitution, also 
von der Determinante + 1, dagegen die letztere die Substitution Yy, = %,» 
Yı=—-%: Ya =—-%: Y = — %,, also von der Determinante —1. Es 
gilt also insbesondere der Satz: 

Die allgemeinste reelle orthogonale Substitution (2) von positiver 
Determinante (+1) wird durch die Gleichung 
(16) y— axb 
dargestellt, unter a und b zwei Quaternionen von der Norm 1 verstanden”). 

Wir betrachten jetzt die reellen Substitutionen (2), welche der Be- 
dingung (3) genügen, ohne daß der Faktor M notwendig gleich 1 sein 
soll. Wenn wir in dem Schema der Koeffizienten a.; zwei Vertikalreihen 
(oder auch zwei Horizontalreihen) vertauschen, so wechselt die Determinante 
der Substitution (2) nur ihr Vorzeichen, während sie der Bedingung (3) 
nach wie vor genügt. Es bedeutet daher keine wesentliche Beschränkung, 
wenn wir .uns, was geschehen soll, nur mit den Substitutionen (2) von 
positiver Determinante beschäftigen. 


Liegt nun eine solche Substitution vor und setzen wir 
VA y,—VMz,, y=VMz,, y—VMz,, 


so hängen die Variabeln z, mit den Variabeln x, durch eine Substitution 


Hurwitz, Vorlesungen. 5 
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, 
von positiver Determinante zusammen, die, wegen 2#+2?+2?+4.2} 
—=@+x?-+22+ x, orthogonal ist. Diese läßt sich also durch eine 
Gleichung der Form | 
u, tu. 73% 7 2 = ash 


und also die ursprüngliche Substitution (2) durch 
Yo + Yy%, RE Yoba Bu u: Yzty RTL 


darstellen. Statt 2 wollen wır wieder a schreiben, so. daß nun a ein 
\ 
von Null verschiedenes Quaternion bedeutet, das aber nicht mehr not- 


wendig von der Norm 1 ist. Die somit entstehende Gleichung y = axb 
stellt aber, wenn wir für a und b zwei beliebige von Null verschiedene 
Quaternionen nehmen, stets eine Substitution (2) von positiver Determi- 
nante dar, die der Bedingung (3) genügt, wobei M den Wert N(a)N(b) 
besitzt. Denn der Übergang zu den Normen liefert ß 


Ny)=ye+y?+y3+y2=N(e)N(k) N(b)=N(a)N(b)\(@$+ 82422423). 
Es besteht daher der Satz: 


Die allgemeinste reelle Substitution (2) von positiver Determinante, 
welche der Bedingung (3) genügt, wird durch die Gleichung 





(17) y=azxb 
dargestellt, wobei a und b zwei von Null verschiedene Quaternionen be- 
zeichnen. 

Wir wollen jetzt annehmen, es sei uns eine bestimmte Substitution (2) 
von positiver Determinante vorgelegt, welche der Bedingung (3) genügt, 
und uns die Aufgabe stellen, die Quaternionen 

a=ny+4L +4, + Qz1;, 
N b — b, un bi, TR b3, Ep b; 1; 
auf die allgemeinste Weise so zu bestimmen, daß die Gleichung (17) die 
vorgelegte Substitution (2) darstellt. Diese Aufgabe läßt sich durch fol- 
gende Betrachtungen erledigen. Wir setzen die vorgelegten Substitutions- 
gleichungen (2) zu der Gleichung (5 ) zusammen, wobei dann A,, A,, A,, 4, 
die durch die Gleichungen (7) definierten, aus den Substitutionskoeffi- 
zienten a.z gebildeten Quaternionen bedeuten. 

Damit nun die Gleichung (5) mit der Gleichung (17) zusammenfalle, 
ist notwendig und hinreichend, daß | 


(19) A,=ab, A, ab, A,=anb,. Arnd 


sei. Seien jetzt U), %, , U,, U, Unbestimmte und 


(18) 


(20) um U — Urt, — Ups, 
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dann ist der reelle Teil, d.h. die erste Komponente, des Quaternions 
vwa= ww - U - u — ut) ti + + Qsi,), 
wie die Ausführung der Multiplikation ergibt, gleich 
AUT au 1 Q,U, + Q,U,. 
Andererseits ist der reelle Teil eines beliebigen Quaternions 
Io, + g: 3, 2 g; 15, 
wie aus den Gleichungen 
er i,qt, Ft Al, di gz1; — 45%, 
mn Hht Ile — Iplz; 
Le 9; 1, + 933, 
hervorgeht, vermöge der Gleichung 
(21) g—- gu —- ug, ig, —4g, 
ausdrückbar. Speziell ist daher 
4a, uw Tau +,u,+a,U,)=ua— iuai, — ıuai, — iu’ Ai,. 


Multiplizieren wir diese Gleichung mit b und berücksichtigen wir die 
Gleichungen (19), so kommt: 


(22) 4a wtau +,W+a,u)b=uA, tu A, UA, —1,uU4,. 
Diese Gleichung multiplizieren wir schließlich rechtsseitig mit 
(23) Vu -Uuh db, Vz, 


unter v,, d,, d%,, v, vier neue Unbestimmte verstanden und nehmen links 
und rechts die reellen Teile der entstehenden Quaternionen. So ergibt sich: 


BA). 4 (an + a,%U, + 0,U, + a,u,) (b,u, +5,v, +5,v, +b;v,) 


| — Rlu’A4,v’ — 1 u’A,v’ — 1,wA,v’ — i,u’A,v'\}, 
wobei die rechte Seite den reellen Teil, also die erste Komponente, des 
eingeklammerten Quaternions bedeutet. 

Diese Gleichung (24) enthält nun die Lösung der gestellten Aufgabe, 
a und b aus der als gegeben vorausgesetzten Substitution (2) zu bestimmen. 


Die Berechnung der rechten Seite von (24) liefert nämlich eine 
bilineare Form der Unbestimmten 
Ug> U, Ug, Up, Vgs Us Vg, ds 


mit Koeffizienten, die gemäß den Werten (7) der A,, 4,, 4,, A, linear 
und ganzzahlig von den a.; abhängen. Diese bilineare Form läßt sich 
t ’ 5%* 
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| 
dann, gemäß (24), in zwei Linearformen spalten, welche bis auf konstante 
Faktoren mit 


AU + 4% 4 MU, +qa,u, und 5,0, +bd,v, + b,v, + b,v, 
zusammenfallen. © 
Man kann indessen zur Bestimmung von a und 5 auch direkt an die 
Gleichung (22) anknüpfen. Der Vergleich der Koeffizienten von %,, U, , U,, %, 
in dieser Gleichung liefert | 
44,8 = A, - UA, u, -uA,, 
4.6=—-1,A,—- 4, —-%A,r%wA,, 
44,b=—-1,A, tu, -— 4 45, 
| 4,b6b=—-1,A, A, +4, — Az: 


\ 


(25) 


Trägt man hier aus (7) die Werte von A,, A,, 4,, 4, ein und sub- 
stituiert db, + bt, — bi, — b,i, für db, so ergibt der Vergleich der Kom- 
ponenten der in (25) stehenden Quaternionen die 16 Produkte 4a,b, aus- 
gedrückt durch lineare ganzzahlige Funktionen der Koeffizienten az. 

Die Ausführung der Rechnung ergibt folgende Tabelle, welche den 
Wert von 4a.b; in demjenigen Fach enthält, in welchem sich die durch 
Aa, bezeichnete Horizontalreihe mit der durch b; bezeichneten Vertikal- 
reihe kreuzt. 








| br b, | b; , 
40, | Aoot Arıt Gast Az: | Igı ro Aggt+ Ayo | Aget Az —Ago— Azı| Ayg— Ara t Ayı—Ayy 
f} I 
( 26) 4a, | Ayı—Arot Ag —Azg Age AyıtAggt Ag; | Ayg— Ayo Ag tr Ag | —Age— Az — Ayo Agı 
445 | Ay a5 —Aggt @gı | — Ag — a — Ay Ag | —Agot kr —Agot Ag; | Ayıt dio — Mag —Ag3 
t 
4.0; | Aggzt 412 Go Ag | Age Arzt go Az; |—Ayı Ag —Aog— Ayo | —Aygt Ay + Aoo—Agz 





Ist die Substitution (2) vorgelegt, so sind, wie wir sehen, die Ver- 
hältnisse a,:a,:a,:a, und 5,:5,:b,:b, der Komponenten der Quater- 
nionen a und 5 völlig bestimmt. Wenn also 


Ve arb 


eine bestimmte Darstellung der betreffenden Substitution ist, so wird die 


allgemeinste Darstellung so lauten: 
1 
y—=(ra)® (=b), 


wobei r eine beliebig gewählte von Null verschiedene reelle Zahl bedeutet. 

Wir wenden uns nun dem Eulerschen Problem zu, indem wir die- 
jenigen Substitutionen (2) betrachten, deren Koeffizienten a,; ganze Zahlen 
sind. Der Tabelle (26) zufolge verhalten sich dann die Komponenten 
von a und b wie ganze Zahlen, so daß also für a und 5 rationale Viel- 


ee A De 


u 
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fache von Quaternionen mit ganzzahligen Komponenten, also von ganzen 
Quaternionen des Bereiches J, genommen werden können. 
Demnach ergibt sich zunächst: 
Die allgemeinste Eulersche Substitution von positiver Determinante 
ist darstellbar in der Form 
(27) I. TaED, 
wo a, ß Quaternionen mit ganzzahligen Komponenten und r eine ratio- 
nale Zahl bedeuten. | 
Als „Eulersche Substitution‘ ist dabei eine solche Substitution (2) 
bezeichnet, die ganzzahlige Koeffizienten a,; besitzt und der Bedingung (3) 
genügt, also die Form y@-+y?+y?-+y3 in ein Multiplum von 
2 +22 +22+x2 überführt. 
Die Komponenten der Quaternionen 
GT &o an ct, - Ey%, = Ag dg > P A Bo Au Pit, a Ps l; A Pat; 
können und wollen wir als ganze Zahlen je ohne einen allen gemeinsamen 
Teiler voraussetzen. Gemäß der Tabelle (26) ist nun 
Ar (OU + AU 4 AU, + zu, ) (BuVn + Pıdı + Pr%2 + B3V,) 
eine ganzzahlige Funktion der Unbestimmten 
U US UN U U 


Diesen können wir solche ganzzahlige Werte beilegen, dab 


Ben ru raw But pr hut hu m 


wird, woraus ersichtlich ist, daß 4r —g eine ganze Zahl sein muß. Setzen 


wir r—=T und schreiben sodann wieder « statt g«, so nımmt (27) die 
Gestalt an 
(28) Y-TazP, 


wobei « und f wieder ganze Quaternionen des Bereiches J, bezeichnen. 
Die Bedingung, daß « und £# dem Bereiche J, angehören "sollen, 
lassen wir nun fallen. Es geht dann aus unserer Analyse hervor, daß die 
Gleichung (28) die allgemeinste Eulersche Substitution darstellt, falls 
wir für « und £ irgendwelche ganze Quaternionen nehmen, für welche die 


Koeffizienten von %,, %,, %,, %, auf der rechten Seite von (28), also 


1? 
1 Me 1 2 FREE 3 : Ar Y 5 Fa 
saß= Ay; auß=A,, sauß—=A,, sau, P= A, 
(uaternionen mit ganzzahligen Komponenten, d. i. Quaternionen des Be- 


reiches J,, werden. Da aß=4A, durch 4—= — (1-+,)* teilbar ist, so 
muß mindestens eines der Quaternionen « und £ durch (1+i,)" = 24, 


0 Vorlesung 12. 


also auch durch 2 teilbar sein. Daher kann ein Faktor 2 des Nenners 4 
in (28) fortgehoben uud die Gleichung (28) jedenfalls auf die Form 


we. 
(29) | yzaxp | 
gebracht werden, wobei nun «, $ ganze Quaternionen bezeichnen, für welche 
1 Fr 1% Wen ) 
ERDNN SAN Dr 5 en 
ganze Quaternionen des Bereiches J, sind. 


Es ist nun zweckmäßig, zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem von 
‘ den beiden Quaternionen « und £ eines oder keines durch 2 teilbar ist. 


Im ersten. Falle kann (29) durch 


(30) WERERB 


ersetzt werden. . Im zweiten Falle müssen, weil 3«ß ganz ist, « und ß 
beide durch 1--, (oder auch 1 — :, ) teilbar sein, so daß an Stelle von (29) 


(30°) y-z.ll+i,)e(1-,)P=eln +. u 4%) Ph 
geschrieben werden kann, indem man in (29) « durch @(1-+:,) und ß 


durch (1— t,)ß ersetzt. 

In den Gleichungen (30) und (30’) sind « und ß ganze Quaternionen, 
die keiner anderen Bedingung zu genügen brauchen, als daß diese Glei- 
chungen ganzzahlige Substitutionen ergeben. Dazu ist notwendig und hin- 
reichend, daß «af, ai, ß, ai,ß, «i,ß dem Bereiche .J, angehören, was nach 
der 7. Vorlesung durch die Kongruenzbedingung 

eßP=U0 oder I(mod1-+3;,) 
ausgedrückt werden kann. 

Zusammenfassend können wir sagen: 


Die ganzzahligen Substitutionen (2) von positiver Determinante, 
welche die Form y&-+y?-+y2-+y? in eim Multiplum der Form 
2? +22 + x? + x} überführen, werden durch die Gleichungen 


(31) y= xp und y=Rzh 
dargestellt, wo 
y-ytyıytryhtYy ent Ht Lit lie, 
De A ai te 
gesetzt ist, und « und ß irgend zwei ganze Quaternionen bezeichnen, welche 
der Bedingung 
(32) eß=0 oder I(mod1-+3,) 


unterworfen sind. 





- Ein Problem Eulers. 1 


Die Bedingung (32) ist stets erfüllt, wenn « und 5 ganzzahlige Kom- 
ponenten haben, wie schon daraus ersichtlich, daß dann jede der Gleı- 
chungen (31) eine ganzzahlige Substitution darstellt, aber auch daraus 
folgt, daß dann sowohl « wie $£ nach dem Modul 1-+., zu 0 oder 1 
kongruent ist. 

‘ Für die praktische Berechnung der Substitutionen (31) ist noch 
folgendes zu bemerken. Da 7 aus x durch Vertauschung von x, mit 
— %, und x, mit x, hervorgeht, so erhält man durch dieselbe Vertauschung 
die Gleichungen der Substitution y=.«zP aus denen der Substitution 
yzazp. | € 

Aus dem Koeffizientenschema der letzteren Substitution entsteht also 
das der ersteren dadurch, daß man die dritte und vierte Vertikalreihe 
miteinander vertauscht und darauf die Glieder der neuen vierten Vertikal- 
reihe mit — 1 multipliziert. Daß diese Operationen aus einer Eulerschen 
Substitution wieder eine solche erzeugen, leuchtet unmittelbar ein. 


Was nun die Substitution 
(33) y=uazp 
angeht, so kann diese folgendermaßen erhalten werden. Wir setzen 
: I a : en". 
(Hd) [= u, te tu ti, Beh br — Balz — Balz 
und denken uns (33) durch Elimination von 
z = zu Au 
aus den Gleichungen 
E ’ 
(35) 22 eo ‚oder 1.2 — BE 


entstanden. Auf diese Weise erkennen wir, daß das Koeffizientenschema 
der Substitution (33) durch Komposition von 


N DR N (, Das P,; Bo; Ba‘ 

(36) Kir for ei: ee Pi; Y Po» P3; u; Ps 
| RL. 2 Ps Pa; — Po» P, 

Days ER ae SP Pz , Ps AN PL; Inge Po 


erzeugt wird. Denn nach den Gleichungen (11) der ersten Vorlesung, 
welche die Multiplikation im Gebiete der Quaternionen regeln, ist das 
erste Schema (36) das Koeffizientensystem der Substitution y — «z’ und 
das zweite das Koeffizientensystem der Substitution z = P’x’. 


Nehmen wir z.B. 


er 5 urn Be6 4, 2,43 
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so haben wir nach (36) zu komponieren 


—'9,.9, D% 0 —.0, 4, 2, —8 

9, n 0, ee) . 4, 6, 7, en 
mit r 5 

980% d, b) 2, 8; ; 4 

Ahr: g, eo, h) 08 2, — 6 


wodurch wir die folgende Substitution 
Dar og] 
RR REES At) 
= 99501228 23 N 


11, 49; 77, — »8 


erhalten, die nur unwesentlich von dem Zahlenbeispiel, welches Euler 
gegeben hat, verschieden ist. Letzteres entsteht aus unserer Substitution, 
indem man die drei letzten Horizontalreihen und die beiden mittleren 
Vertikalreihen mit — I multipliziert und darauf die zweite Vertikalreihe 
hinter die letzte setzt. | 

Zur vollständigen Erledigung des Eulerschen Problems würde nun 
noch erforderlich sein, unter den Eulerschen Substitutionen diejenigen zu 
bestimmen, welche auch den auf die Diagonalen bezüglichen Bedingungen 
genügen. Diese Aufgabe bietet keine prinzipiellen Schwierigkeiten dar. 
Doch wollen wir nicht mehr auf dieselbe eingehen, weil sie für uns kein 
größeres Interesse hat, da die erforderlichen Betrachtungen nicht der 
Zahlentheorie der Quaternionen angehören. 


Anmerkungen und Zusätze. 


) Vgl. den Artikel: „Theorie der gemeinen und höheren komplexen Größen.“ Von 
E.Study. Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften, Bd.1 (Leipzig 1898—1904), 
Ss. 147ff. Geschichtliches über die von Hamilton eingeführten Quaternionen auf 
S. 159, Anmerkung 13, daselbst. 

Eine „Zahlentheorie“ der Quaternionen, die sich aber wesentlich von der meinigen 
unterscheidet, hat zuerst Lipschitz in der Schrift „Untersuchungen über die Summen 
von Quadraten“, Bonn 1886, entwickelt. Nach dem Vorbilde meiner Zahlentheorie 
der Quaternionen hat Herr L. Gustav Du Pasquier die Zahlentheorie der linearen 
Substitutionen — diese aufgefaßt als komplexe Größen mit n® Einheiten — behandelt 
in seiner Züricher Doktor-Dissertation „Zahlentheorie der Tettarionen“ 1906. Zu er- 
wähnen ist hier noch eine Arbeit von M. Kiseljak, „Grundlagen einer Zahlentheorie 
eines speziellen Systems von komplexen Größen mit drei Einheiten“. Bonn 1905. 

”)®) Der Begriff des Körpers von Zahlen und der Permutationen eines solchen 
spielt bekanntlich eine grundlegende Rolle in Dedekinds Theorie der algebraischen 
Zahlen. Vgl. „Vorlesungen über Zahlentheorie“ von P. G. Lejeune-Dirichlet. 
Herausgegeben von R. Dedekind. Braunschweig 1894. 'S. 435 und 457. 
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4) Dies ist der Begriff des ganzen Quaternions bei Lipschitz. Die Theorie von 
Lipschitz wird infolgedessen bedeutend verwickelter als die meinige. Interessante 
Untersuchungen über das von mir befolgte Prinzip für die Definition des ganzen 
Quaternions gibt L. G. Du Pasquier in seinen Abhandlungen: „Sur les syst&mes de 
nombres complexes“, L’Enseignement Mathematique 1915, p. 340, „Sur l’Arithmetique 
des nombres hypercomplexes“, ib. 1916, p. 201—259, „Sur un point de la theorie des 
nombres hypercomplexes“, ib. 1917, p. 333. 

5) Diese Bezeichnungen sind denjenigen analog, die in der Theorie der Gaußschen 
komplexen ganzen Zahlen a+bi üblich sind. Man kann übrigens diese Zahlen als 
ein Untersystem der ganzen Quaternionen ansehen. 

6) Das Quaternion 

b=b,+bi, + bi, + b;t, 
ist dann und nur dann primär, wenn b,,b,,b,,b, ganze Zahlen sind, welche der Be- 
dingung 
b,+5b,+b,+5b,=1(mod4) 
und zugleich entweder den Bedingungen 


b,-1=b =b,=b, =0(mod2) 
oder den Bedingungen 





b,-1=b zb, =b, =1(mod2) 





genügen. 

”) Der Hilfssatz rührt von Lagrange her. Vgl. Serret, Cours d’Algebre 
superieure, t. II, Nr. 329-330. 

®) Verstebt man unter r und s zwei der Gleichung 


l+r?+3s°=0 
genügende Zahlen und ordnet man dem Quaternion 


; ; : g=dhrt Qt gsi +91; 
die Substitution 


zu, wobei 


= mr 5% Iep+trg +5 Perth sa tr% = SR tr% 
sein soll, so entsteht ein System von Substitutionen, das eindeutig umkehrbar auf 
das System aller Quaternionen bezogen und diesem System insofern isomorph ist, 
als dem Quaternion 99 bzw. g-+q die Substitutionen SS bzw. S+ 5 entsprechen, 
wenn q und $ sowie 7 und S einander zugeordnet sind. Zugleich ist N(g)=|S|, 
unter |S| die Determinante xö— fy verstanden. Von den Zahlen r und s muß 
natürlich, wegen der Gleichung 1+r?+s°=0, mindestens eine imaginär sein. 

In betreff des Zusammenhanges der Quaternionen mit den binären homogenen 
linearen Substitutionen vgl. Laguerre, Sur le calcul des syst&mes lin&aires, Oeuvres 
t. I (Paris 1398), p. 220 und F. Klein, Vorlesungen über das Ikosaeder (Leipzig 1884), 
- 8. 34—36. 

°) Die Gruppe der in bezug auf einen Modul betrachteten ganzzahligen binären 
Substitutionen spielt bekanntlich in der Theorie der Modulfunktionen eine wichtige 
Rolle. Vgl. Klein-Fricke, Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modul- 
funktionen (Leipzig 1890, Bd. I, S. 387—491), wo auch die weitere hier in Betracht 
kommende Literatur angegeben ist. Man kann die Untersuchung dieser Gruppe auf 
den Zuordnungssatz der achten Vorlesung gründen, wobei sich unter anderem das 
Analogon des Fermatschen Satzes für die Zahlentheorie der Quaternionen ergibt. 
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In dieser Hinsicht sei folgendes bemerkt: Es bedeute p eine ungerade Primzahl und 
g=m+Ntı + ei + Q,t, ein Quaternion mit ganzzahligen PO dessen Norm 
nicht durch p teilbar ist. Dann gilt 


aa oder gP’t= N(g) oder gP=q,(modp), 
je nachdem — (9? +q?-+-q}) quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest von p 
oder durch p teilbar ist. Dieser Satz ergibt sich leicht, indem man die Kongruenz 
eiNten w 
(U 9 =-(2 +0 +g5)(modp) zur Be Potenz erhebt, sodann mit (g—9,) 
multipliziert und die Kongruenz (g— 4)’ =qg?’—-qP’=q?”’—q(modyp) berücksichtigt. 
Für jedes ganze Quaternion q, dessen Norm nicht durch p teilbar ist, gilt die 


Kongruenz 
ge =1(modp), 


‚ wie aus dem vorhergehenden Satze folgt. Ist die Norm von g durch p Ba so ist 


q’=0 oder g’=y(modp), 


je nachdem g, durch p teilbar ist oder nicht. 
10) Die p+1 primären Primfaktoren der Primzahl p sind in den een 
Fällen die folgenden: 


DB ut. DER nen 

9='5: 1424, —- 142, - 142% 

2 42 +2», 1, Ta u lernte: a er aa +24, 4% +, 
sul ti), re rer 

N RE a a a a en 


ıı) Dieser und der vorhergehende Satz über die Anzahl der Darstellungen einer 
Zahl als Summe von vier Quadraten rühren von 0. G. J. Jacobi her, der sie ur- 
sprünglich aus der Theorie der elliptischen Funktionen ableitete. Vgl. Crelle, Journal 
für die reine und angewandte Mathematik, Bd.3, S. 191 und Bd. 12, S. 167—172, oder 
C. G. J. Jacobi, Werke, Bd.1, S. 239-247 und Bd. 6, S. 245—251. 

12) Da man jede orthogonale Substitution bei drei Variabeln &,,&,, &, auffassen 
kann als eine solche bei vier Variabeln &,, &%,,%,,x,, deren erste Gleichung Yy,= %&, 
lautet, so folgt: Die allgemeinste orthogonale Substitution bei drei Variabeln wird 
durch die Gleichung 


( 
y=.11;:2 
+ i 


’ 


Yıtyıtyh)aiiı + Kit Rztz,)a 
dargestellt, unter a ein Quaternion von der Norm 1 verstanden. 
Wegen der geometrischen Bedeutung dieser Sätze siehe E. Study, „Von den 
Bewegungen und Umlegungen“. Mathematische Annalen, Bd. 39, S. 441—566. 


Druck von Oscar Brandstetter in Leipzig, 7 
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